Transporte de fermiões de Dirac em grafeno by Vilas Boas, Fábio Manuel Hipólito

















































Mestrado de Física de Materiais Avançados, 
Ramo de Teoria e Métodos Computacionais em Física da Matéria
Condensada




Transporte de fermiões de Dirac em grafeno
Trabalho efectuado sob a orientação do
Doutor Nuno Miguel Machado Reis Peres
e do
Doutor Tobias Pascal Stauber

Agradecimentos
Aos meus orientadores Doutor Nuno Miguel Machado Reis Peres e Doutor Tobias
Pascal Stauber, agradec¸o o privile´gio de estudar e trabalhar convosco, a vossa
imensa pacieˆncia, preocupac¸a˜o e vontade de ensinar. Em particular, ao professor
Nuno agradec¸o o apoio, a motivac¸a˜o, os ensinamentos sobre me´todo e rigor de
trabalho e todos os debates sobre os mais variados temas. Ao professor Tobias
agradec¸o em especial a sua disponibilidade, a sua vontade e capacidade de ensinar
A` minha fam´ılia por todo o apoio que, prestaram ao longo da minha vida,
em especial o apoio emocional nos momentos de dificuldade. Agradec¸o princi-
palmente a` minha Ma˜e a quem nunca conseguirei retribuir o esforc¸o, carinho,
apoio, e preocupac¸a˜o.
A todos os amigos e colegas, em particular:
 aos amigos do Mestrado Juliana Oliveira e Pedro Sa´, pela vossa amizade
e apoio;
 a` minha colega e amiga desde a licenciatura Sofia Ribeiro, pela amizade,
discusso˜es e em especial pela pacieˆncia;
 ao Jose´ Barbosa pela amizade e apoio com LATEX;
 a todos os colegas e amigos da sala dos alunos (sala B2067) do departa-
mento de F´ısica, pelo trabalho, conv´ıvio, apoio e claro pela amizade.
A toda a direcc¸a˜o do Mestrado em F´ısica de Materiais Avanc¸ados, em especial
a` Doutora Marta Ramos por todo apoio e motivac¸a˜o.
Aos professores e funciona´rios com quem conversei, discuti e aprendi. Em




Transporte de fermio˜es de Dirac em grafeno
Nesta tese estuda´mos, teoricamente, diversos tipos de cadeias lineares e na-
nofitas de grafeno, com destaque para as propriedades o´pticas deste material. O
estudo anal´ıtico das cadeias lineares e das nanofitas foi efectuado a` luz da teoria
do electra˜o fortemente ligado, admitindo apenas amplitudes de salto entre pri-
meiros vizinhos. No estudo nume´rico destes sistemas, procedeu-se quer a diago-
nalizac¸a˜o completa do hamiltoniano, diagonalizac¸a˜o nume´rica completa (DNC),
quer a` diagonalizac¸a˜o usando um sub-espac¸o de Hilbert de dimensa˜o reduzida,
recorrendo ao me´todo de Lanczos, a diagonalizac¸a˜o nume´rica de Lanczos (DNL).
Na primeira parte da tese foram estudadas as propriedades electro´nicas de
sistemas unidimensionais. O estudo das cadeias infinitas focou-se, primeiramente,
no ca´lculo da dispersa˜o de energia, dos estados pro´prios e da densidade de estados
electro´nicos, (density of states) (DOS). Foram estudadas dois tipos de cadeias
lineares: com um u´nico tipo de a´tomos, a que chama´mos cadeias AA, e com
dois tipos de a´tomos, a que chama´mos cadeias AB. No caso das cadeias finitas,
foi necessa´rio impor diferentes tipos de condic¸o˜es fronteira das quais resultam
diferentes tipos de regras de quantificac¸a˜o do nu´mero de onda. Considera´mos,
tambe´m, o efeito que potenciais externos teˆm nas func¸o˜es de onda electro´nica.
Os tipos de potenciais externos estudados foram: potenciais de curto alcance; o
potencial de Coulomb; configurac¸o˜es aleato´rias de potenciais de curto alcance;
e configurac¸o˜es perio´dicas de potenciais de curto alcance. No caso de um u´nico
potencial de curto alcance, calcula´mos a energia e a func¸a˜o de onda dos estados
localizados, no limite de cadeias infinitas. Em todos os casos, compara´mos os
resultados anal´ıticos com os resultados nume´ricos obtidos quer por DNC quer
por DNL.
Na segunda parte da tese, e recorrendo a conceitos estudados na primeira
parte, investiga´mos as propriedades electro´nicas de nanofitas de grafeno. Para
efeitos de comparac¸a˜o das diferentes propriedades, estuda´mos analiticamente
quer o sistema macic¸o quer as nanofitas de grafeno utilizando o modelo do
electra˜o fortemente ligado modelo electra˜o fortemente ligado, (tight binding mo-
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del) (TBM). Para o sistema macic¸o calcula´mos a dispersa˜o de energia e os
estados pro´prios. Tambe´m, a partir da formulac¸a˜o do TBM deriva´mos o hamil-
toniano de Dirac, na aproximac¸a˜o de baixa energia. A partir deste encontra´mos
as energias e as func¸o˜es de onda, as quais teˆm um cara´cter spinoriais. Nas in-
vestigac¸o˜es das nanofitas, calcula´mos a quantificac¸a˜o do vector de onda e as
func¸o˜es de ondas. Foca´mos o nosso estudo nas nanofitas de tipo cadeiras de
brac¸os, pois estas permitem uma descric¸a˜o anal´ıtica completa das suas proprie-
dades electro´nicas. Igualmente se discutiu a abertura de hiatos na dispersa˜o de
energia e calculou-se a respectiva DOS.
Como uma aplicac¸a˜o dos estudos anal´ıticos do espectro e das func¸o˜es de onda
das nanofitas de grafeno, calculou-se a condutividade o´ptica recorrendo a` fo´rmula
de Kubo. Previamente, apresenta´mos uma derivac¸a˜o desta fo´rmula para um sis-
tema de part´ıculas independentes, calculando a resposta a um campo ele´ctrico
oscilante. No ca´lculo anal´ıtico da resposta o´ptica das nanofitas, deriva´mos ex-
plicitamente o elemento de matriz da velocidade, necessa´rio ao ca´lculo posterior
da condutividade. A partir da condutividade, discutimos a transmitaˆncia das
nanofitas. Para comparac¸a˜o, calcula´mos a transmitaˆncia do sistema macic¸o,
usando dois me´todos distintos, a saber: a combinac¸a˜o da condutividade o´ptica
com comportamento de um campo ele´ctrico numa interface meta´lica entre dois
meios, recorrendo a`s condic¸o˜es de fronteira do campo ele´ctrico numa interface
meta´lica; o ca´lculo da probabilidade de transmissa˜o pela regra de ouro de Fermi,
na aproximac¸a˜o do cone de Dirac, determinando deste modo o coeficiente de
transmissa˜o no regime de validade dessa aproximac¸a˜o.
Abstract
Dirac fermions transport in graphene
In this thesis we studied, theoretically, a large set of linear chains and graphene
nano-ribbons, having focused on the optical properties of the latter. The analytic
study of these systems was based in the theory of the tight binding model (TBM),
admitting only nearest neighbour interactions. For the numerical analysis of these
systems we used two different methods, namely the complete numerical diago-
nalization and the diagonalization of a Hilbert sub-space of smaller dimension.
The Hilbert sub-space is computed by the Lanczos method.
In the first part of this thesis we studied the electronic properties of unidimen-
sional systems. The study of infinite chains focused, primarily, at the calculation
of the energy spectrum, eigenstates and density of states (DOS). Two diffe-
rent types of chains were studied: the first with only one type of atoms, which
we have called AA chains and the second type, for linear chains with two dis-
tinct atoms, which we have called AB chains. In the case of finite chains, we
imposed different sets of boundary conditions, which lead to different quantifi-
cations of the wavenumber. Also, we considered the effect of external potentials
over the electron wave functions. We studied the effect of: short range poten-
tials; Coulomb potential; random set of short range potentials; periodic set of
short range potentials. In the case of the short range potential, we, analytically
computed the energy and wave function of the localized states, in the limit of
infinite chains. For all potentials, we compared the numerical results (using both
numerical techniques) with the analytic solutions for the short range potential.
In the second part of this thesis and making use of the concepts studied in the
first part, we investigated the electronic properties of graphene nano-ribbons. In
order to compare different properties, we studied both the massive system and the
nano-ribbons using the TBM. For the massive system, we calculated the energy
spectrum and eigenstates. Also from the TBM, we derived the Dirac hamiltonian
in the low energy approximation. From this hamiltonian, we calculated the energy
spectrum for this region and its eigenstates, which are spinorial. The study of
graphene nano-ribbons yielded, the quantification of the wavevector and the
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respective eigenstates. We focused our study on armchair nano-ribbons, since
these allow a full analytic description of its electronic properties. Furthermore
we discussed the energy gap and computed the DOS for the latter.
As an application of the analytic study of the energy spectrum and eigenstates
of nano-ribbons, we computed the optical conductivity using the Kubo formula.
Primarily we presented a derivation of Kubo’s formula for a system of independent
particles, by computing the response to an external oscillating electric field. In the
calculation of the optical response of nano-ribbons, we computed explicitly the
velocity operator and its matrix element, which is required for the calculation of
the conductivity. From the conductivity, we discussed the transmissivity of nano-
ribbons. In order to stablish a comparison point, we computed the transmissivity
for the massive system using two different methods, namely: the combination of
the optical conductivity with the behaviour of an electric field within a metallic
interface between two media; the calculation of the transmission probability by
Fermi’s golden rule, within the Dirac cone approximation, therefore computing
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No ano de 2004, foi descoberta uma nova forma alotro´pica do carbono[Novoselov
et al., 2004], a qual se juntou a uma fam´ılia constitu´ıda pelo diamante, a grafite,
os fulerenos e os nanotubos de carbono. Neste novo material, os a´tomos de
carbono encontram-se dispostos numa rede hexagonal — a rede favo de mel —
formando, por isso, um sistema estritamente bidimensional. Ha´ quem considere
que este novo material e´ a estrutura de base dos outros alo´tropos de carbono
anteriormente conhecidos [Neto et al., 2006]. Assim, a grafite e´ um material
tridimensional que se pode obter pela sobreposic¸a˜o de planos de grafeno; os
nanotubos de carbono correspondem a grafeno enrolado em torno de um eixo,
formando estruturas quasi-unidimensionais; os fulerenos podem ser obtidos do
grafeno substituindo alguns hexa´gonos por penta´gonos, originado, assim, a cur-
vatura destes materiais, e os quais sa˜o considerados sistemas de dimensa˜o nula.
Grafeno, enquanto um sistema meta´lico, apresenta um conjunto de propri-
edades muito distintas dos metais mais convencionais [Geim and MacDonald,
2007, Katsnelson et al., 2006, Neto et al., 2006, 2009]. Das muitas das suas
nota´veis propriedades, destacamos: e´ um sistema cristalino e quimicamente inerte
a` temperatura ambiente, apesar de ser uma estrutura bidimensional e portanto
totalmente exposta ao exterior; a sua dispersa˜o de energia e´, para energias . 1
eV, co´nica, e por isso ana´loga a` dispersa˜o de fermio˜es de Dirac; as suas bandas
de conduc¸a˜o e de valeˆncia tocam-se em apenas dois pontos da zona de Brillouin,
dando-lhe com cara´cter semi-meta´lico na sua fase neutra; e´ caracterizado por
uma muito baixa concentrac¸a˜o de impurezas, o que permite transporte bal´ıstico
da carga ele´ctrica; apresenta um m´ınimo de condutividade ele´ctrica no caso neu-
tro (um facto invulgar); e a quantificac¸a˜o da condutividade de Hall e´ ano´mala.
A ligac¸a˜o covalente entre os a´tomos de carbono no grafeno e´ devida a` par-
1
2 CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O
(a) Amostras de dimensa˜o ∼ 0.1 mm (b) Amostras de dimensa˜o ∼ 1 mm
Figura 1.1: Imagens de grafeno sobre substrato de 300 nm SiO2/Si. Cortesia de P.
Blake.
tilha, entre a´tomos de carbono vizinhos, dos treˆs electro˜es das orbitais de sp2
(resultantes da hibridizac¸a˜o das orbitais 2s, 2px e 2py). Estas orbitais fazem
entre si um aˆngulo de 120o dando origem a` estrutura hexagonal do grafeno. O
electra˜o que sobeja na orbital 2pz, um por cada a´tomo de carbono, da´ origem a`s
nota´veis propriedades electro´nicas deste material [Peres, 2009].
Em f´ısica de mate´ria condensada, as propriedades electro´nicas dos materiais
sa˜o determinadas pelos estados com energia pro´xima do n´ıvel de Fermi [Peres,
2009]. No caso particular do grafeno, por ser um sistema meio preenchido (um
electra˜o de conduc¸a˜o por cada a´tomo de carbono), o n´ıvel de Fermi encontra-se
no topo da banda de valeˆncia, a qual toca em dois valores de momento a banda
de conduc¸a˜o. Analisando o espectro deste sistema em torno do n´ıvel de Fermi,
verifica-se as bandas sa˜o co´nicas (ver figura 3.4b), isto e´, a dispersa˜o de energia
e´ linear com no momento. Como consequeˆncia, as propriedades electro´nicas sa˜o
dominadas por uma dispersa˜o linear. Na f´ısica de part´ıculas, uma relac¸a˜o de
dispersa˜o linear no momento, com uma banda de estados de energia negativa
e outra com estados de energia positiva, decorre do hamiltoniano de Dirac, no
limite ultra-relativista [Geim and Novoselov, 2007, Katsnelson et al., 2006, Neto
et al., 2009, Wilson, 2006]. Assim, a baixas energias, a f´ısica do grafeno e´
descrita por uma teoria efectiva na qual os electro˜es se comportam como fermio˜es
de Dirac sem massa. Entre as propriedades exo´ticas do grafeno, o efeito a
transmissa˜o total atrave´s de barreiras de potencial elevado [Katsnelson et al.,
2006, Neto et al., 2009], conhecido como paradoxo de Klein, e´ particularmente
revelador das potencialidades desde material em a´reas para ale´m da f´ısica da
mate´ria condensada, pois permite estudar um efeito que, ate´ enta˜o, apenas era
previsto em processos de muito alta energia.
Nos u´ltimos anos surgiu um vasto conjunto de potenciais aplicac¸o˜es [Geim
1.1. CONTEXTO 3
Figura 1.2: Imagens o´ptica de gra-
feno. Em (a) grafeno sobre substrato de
300 nm SiO2/Si, (b) grafeno sobre subs-
trato de 72 nm Al2O3/Si. As linhas tra-
cejadas indicam as fronteiras da mono-
camada de grafeno. Nas figuras (c) e
(d) observa´mos imagens em escala de cin-
zentos das imagens (a) e (b), respecti-
vamente. As setas indicam as fronteiras
da mono-camada de grafeno. Depois de
[Liao et al., 2010].
and Kim, 2008, Geim and MacDonald, 2007, Geim and Novoselov, 2007, Katsnel-
son et al., 2006, Neto et al., 2006, 2009, Peres, 2009, Wilson, 2006] do grafeno:
dispositivos electro´nicos, como sejam trans´ıstores de dimensa˜o ∼ 1 nm; detec-
tores qu´ımicos de elevada sensibilidade; baterias ele´ctricas, pela elevada raza˜o
entre a´rea de superf´ıcie e volume; membranas transparentes para microscopia
electro´nica; osciladores micro-mecaˆnicos; materiais compo´sitos em virtude do
seu elevado modulo de Young (∼ 1 TPa); dispositivos opto-electro´nicos, en-
tre muitas outras. Contudo, a criac¸a˜o destes dispositivos e aplicac¸o˜es depende
da possibilidade de produc¸a˜o e detecc¸a˜o de grafeno com elevada qualidade. A
te´cnica de produc¸a˜o original [Novoselov et al., 2004] permite obter mono e multi-
camadas de grafeno sobre um substrato de ∼ 300 nm SiO2/Si com qualidade
suficiente para testes laboratoriais, nas figuras 1.1a e 1.1b observam-se mono e
multi-camadas de grafeno de dimensa˜o da ordem de . 0.1 mm2 e ∼ 1 mm2,
respectivamente, produzidas pela te´cnica de esfoliac¸a˜o da grafite, descrita por
[Novoselov et al., 2004]. Ao longo dos u´ltimos anos, teˆm sido inventadas outras
te´cnicas de produc¸a˜o de grafeno, como sejam o crescimento epitaxial, atrave´s de
decomposic¸a˜o de Carboneto de Sil´ıcio, a evaporac¸a˜o de hidrocarbonetos sobre
superf´ıcies meta´licas catalisadoras [Berger et al., 2006, Geim and MacDonald,
2007], ou a esfoliac¸a˜o de grafeno oxidado e consequente reduc¸a˜o [Stankovich
et al., 2006]. Muito recentemente [Liao et al., 2010], depositou-se mecanica-
mente grafeno sobre um substrato de 72 nm Al2O3/Si. Apesar de em tudo se-
melhante a` te´cnica de produc¸a˜o original [Novoselov et al., 2004], a utilizac¸a˜o de
substrato de Al2O3/Si permite obter um maior contraste entre as mono-camadas
de grafeno e o substrato. Na figura 1.2 observamos imagens de grafeno deposi-
tado sobre substratos de 72 nm Al2O3/Si e de 300 nm SiO2/Si.
4 CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O
Sera´ sobre as propriedades o´pticas, igualmente ı´mpares, deste material que a
segunda parte desta tese se debruc¸a, apo´s a discussa˜o de cadeias unidimensionais,
as quais tambe´m se podem obter a partir do grafeno, como adiante iremos ver.
1.2 Organizac¸a˜o da tese
Esta tese comec¸a com o estudo de cadeias lineares de tipo AA e AB. No estudo
das cadeias lineares calcula´mos a dispersa˜o de energia, as func¸o˜es de onda e
densidade de estados electro´nicos, (density of states) (DOS) do sistema infinito.
Tambe´m aborda´mos o estudo de cadeias finitas, cujos resultados sa˜o distintos
das primeiras, apresentando, em alguns casos, estados localizados. No caso
dos sistema com estados localizados, determina´mos as func¸o˜es de onda destes
estados e, quando aplica´vel, calcula´mos a correcc¸a˜o de primeira ordem a` energia
dos estados localizados. No estudo do efeito de potenciais externos sobre cadeias
lineares, analisa´mos o efeito de um potencial de curto alcance, de um potencial de
longo longo alcance, de uma distribuic¸a˜o aleato´ria de potenciais de curto alcance
e, por fim, o efeito de um arranjo perio´dico de potenciais de curto alcance.
O estudo de grafeno inicia-se no cap´ıtulo 3, no qual analisa´mos a rede favo
de mel, o sistema macic¸o e as nanofitas de grafeno. O estudo das nanofitas de
grafeno englobou o ca´lculo das func¸o˜es de onda e a comparac¸a˜o do espectro
destas com o espectro do sistema macic¸o bem como a derivac¸a˜o anal´ıtica da
densidade de estados nas nanofitas.
O u´ltimo cap´ıtulo e´ dedicado ao ca´lculo da condutividade o´ptica e do coe-
ficiente de transmissa˜o do sistema macic¸o de grafeno e de nanofitas de grafeno
de tipo cadeira de brac¸os.
Cap´ıtulo 2
Fios unidimensionais de carbono
derivados de grafeno
2.1 Introduc¸a˜o
O a´tomo de carbono tem revelado, nas u´ltimas de´cadas, uma excepcional capa-
cidade produc¸a˜o de materiais exclusivamente feitos desse a´tomo. Recentemente,
foi produzido, a partir de grafeno, um novo material unidimensional esta´vel: ca-
deias lineares de a´tomos de carbono [Chuvilin et al., 2009, Jin et al., 2009],
nas quais cada a´tomo de carbono se encontra ligado a apenas dois a´tomos vi-
zinhos. Uma vez que o diaˆmetro destas cadeias e´ aproximadamente o diaˆmetro
do a´tomo que a constitui — o diaˆmetro do a´tomo de carbono e´ ∼ 1.54 A˚—,
o sistema apenas possu´ı graus de liberdade ao longo da direcc¸a˜o longitudinal
da cadeia. Estas cadeias sa˜o produzidas a partir de multi-camadas grafeno,
por remoc¸a˜o de a´tomos de carbono atrave´s de radiac¸a˜o incidente. As cadeias
produzidas por este me´todo sa˜o robustas, apresentam tempos me´dios de vida
∼ 60 s sob irradiac¸a˜o cont´ınua do feixe de electro˜es, os quais sa˜o acelerados
por um potencial ∼ 102 kV, apresentando intensidades ∼ 3 × 107e− s−1 nm−2.
Os a´tomos de carbono presentes na cadeia podem estar ligados a cada um dos
seus vizinhos por ligac¸o˜es duplas (· · · = C = C = · · · ) ou por ligac¸o˜es simples
e triplas (· · · − C ≡ C − C ≡ · · · ), podendo, deste modo, formar duas ca-
deias de tipo distinto. No caso da cadeia com ligac¸o˜es duplas, todos os a´tomos
sa˜o equivalentes, pelo que podemos descrever este tipo de cadeias atrave´s de
uma rede linear com um a´tomo por ce´lula primitiva e com paraˆmetro de rede
definido pela distaˆncia entre dois a´tomos consecutivos. Por sua vez, na cadeia
com ligac¸o˜es alternadas os a´tomos na˜o sa˜o todos equivalentes entre si, sendo,
contudo, poss´ıvel definir uma ce´lula primitiva contendo dois a´tomos. O primeiro
tipo de cadeia e´ conhecido como cadeia AA e o segundo como cadeia AB. Estas
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Figura 2.1: Imagens de HRTEM (High-
Resolution Transmission Electron Micros-
copy) da formac¸a˜o de cadeias de carbono
a partir de membranas de grafeno. Em (a)
imagem do estado inicial da membrana
de grafeno. Nas figuras (b)-(g) imagens
de HRTEM da membrana de grafeno, o
respectivo modelo atom´ıstico e o ca´lculo
da imagem de TEM a partir do modelo
atom´ıstico. Nestas imagens observa´mos
a evoluc¸a˜o da membrana de grafeno e
das cadeias formadas pela remoc¸a˜o dos
a´tomos de carbono pela interac¸a˜o com os
electro˜es do feixe incidente. Nas figuras
(f) e (g) observa-se claramente a presenc¸a
de cadeias de a´tomos de carbono entre
duas membranas de grafeno. Depois de
[Chuvilin et al., 2009].
cadeias sa˜o um produto dos danos provocado pelo feixe de electro˜es incidente
sobre as membranas de grafeno, na figura 2.1, observamos a evoluc¸a˜o da mem-
brana de grafeno e a formac¸a˜o de cadeias de a´tomos de carbono. Os me´todos
de produc¸a˜o de cadeias de a´tomos de carbono [Chuvilin et al., 2009, Jin et al.,
2009] indicam um caminho para a miniaturizac¸a˜o de dispositivos electro´nicos,
visto que estas podera˜o ser utilizadas para conectar dispositivos electro´nicos ou
a construc¸a˜o de outros dispositivos moleculares.
2.2 A rede da cadeia linear
Como vimos atra´s, e´ hoje poss´ıvel produzir, a partir de grafeno, cadeias ato´micas
unidimensionais, pelo que o estudo de tais sistemas e´ interessante em si mesmo.
Por outro lado, o estudo teo´rico de cadeias unidimensionais permite discutir um
vasto conjunto de conceitos e aplicar variadas te´cnicas anal´ıticas e nume´ricas
que sera˜o u´teis ao estudo das nanofitas de grafeno. Na verdade, iremos ver que
as nanofitas de grafeno podem ser mapeadas em cadeias unidimensionais, com
dois a´tomos por ce´lula unita´ria. Assim, o estudo da cadeia unidimensional com
2.2. A REDE DA CADEIA LINEAR 7
Figura 2.2: Rede linear AB infinita. Esta rede possui uma ce´lula unita´ria com duas
espe´cies ato´micas distintas, designadas por A e B, e paraˆmetro de rede a0 = 1. De
acordo com o modelo do electra˜o fortemente ligado, temos neste problema por dois
paraˆmetros de salto distintos, t e t′.
dois a´tomos por ce´lula unita´ria, que levaremos a cabo neste cap´ıtulo, tem inte-
resse quer por si, quer como um modelo efectivo de problemas mais complexos.
Uma cadeia unidimensional com dois a´tomos por ce´lula unita´ria e´, vulgarmente,
denominada por uma liga bina´ria (ordenada) unidimensional. O nosso interesse
e´ estudar a propriedades electro´nicas de uma tal liga bina´ria. Os dois a´tomos
distintos da liga designados, daqui em diante, por A e B. O problema e´ formu-
lado como se segue: considera-se que a rede e´ constitu´ıda por Nc repetic¸o˜es
de uma ce´lula unita´ria, de comprimento a0, e que esta possui dois a´tomos de
espe´cies diferentes (A e B), como se mostra na figura 2.2. Considerando ape-
nas acoplamento entre os primeiros vizinhos surgem duas energias de salto, t e
t′. A primeira energia caracteriza o movimento de um electra˜o dentro de uma
ce´lula unita´ria, enquanto a segunda representa o movimento daquele entre ce´lulas





An |a, n〉 〈n, a|+ Bn |b, n〉 〈n, b|+ t (|a, n〉 〈n, b|+ h.c.) (2.1)
+t′ (|a, n〉 〈n− 1, b|+ h.c.) ,
onde An e Bn sa˜o as energias locais do n-e´simo a´tomo A e B, n e´ o ı´ndice da
ce´lula unita´ria e h.c. indica o herm´ıtico conjugado. Os kets |a, n〉 e |b, n〉 repre-
sentam a orbital de Wannier nos a´tomos A e B respectivamente. As propriedades
electro´nicas investigadas neste cap´ıtulo sa˜o descritas por um caso particular do
hamiltoniano (2.1), pois iremos considerar que as energias locais sa˜o ambas nu-
las, isto e´, Ai = Bi = 0. As func¸o˜es de onda deste sistema podem ser escritas








sendo os coeficientes An e Bn determinados pela resoluc¸a˜o da equac¸a˜o de
Schro¨dinger, isto e´, H |ψ〉 = E |ψ〉, onde E sa˜o os valores pro´prios do problema.
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2.3 Estudo anal´ıtico de algumas propriedades da
liga bina´ria unidimensional
Daqui em diante iremos estudar o espectro, as func¸o˜es de onda, a densidade de
estados, o efeito de fronteira, e de defeitos, de electro˜es descritos pelo hamil-
toniano (2.1). O sistema que nos propomos estudar e´ suficientemente simples
para poder ter soluc¸o˜es anal´ıticas para todas as quantidades atra´s mencionadas.
Contudo, antes de entrarmos no estudo da liga bina´ria propriamente dito, vamos
rever alguns conceitos importantes no contexto de um problema mais simples, o
de electro˜es movimentando-se numa cadeia mono-ato´mica.
2.3.1 Cadeia linear AA
Cadeia AA infinita
No caso particular de todos os a´tomos da cadeia serem do mesmo tipo, surgem
algumas alterac¸o˜es e simplificac¸o˜es relativamente ao problema da liga bina´ria, ou
cadeia AB, como a designaremos deste ponto em diante. Visto existir somente
um tipo de a´tomo, o paraˆmetro de salto entre quaisquer dois a´tomos e´ sempre
o mesmo, logo t′ = t. Note-se, tambe´m, que a ce´lula unita´ria possui somente
um a´tomo e que o paraˆmetro de rede a0 toma o valor da distaˆncia interato´mica.




t (|a, n〉 〈n, a|+ h.c.) . (2.3)





An |n〉 . (2.4)
Neste limite, e´ poss´ıvel obter a soluc¸a˜o exacta para a relac¸a˜o de dispersa˜o da
cadeia linear. A equac¸a˜o de Schro¨dinger para a ce´lula unita´ria n pode ser escrita
como
〈n|H|ψ〉 = E〈n|ψ〉 ⇔ EAn = t(An+1 + An−1), (2.5)
onde o hamiltoniano e´ definido em (2.3) e os coeficientes An sa˜o definidos de
modo a respeitarem o teorema de Bloch para a cadeia, isto e´
An = Ake
nika0 . (2.6)
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O coeficiente Ak pode ser determinado pela normalizac¸a˜o da func¸a˜o de onda.







obtendo-se, assim, a dispersa˜o dos electro˜es na forma
Ek = 2t cos ka0. (2.8)
Vemos, pois, que neste sistema existe somente uma banda de energia cuja largura
de banda e´
E = 4 |t| . (2.9)
Uma propriedade de grande interesse e´ a densidade de estados electro´nicos, (den-
sity of states) (DOS), que determina o nu´mero de estados do sistema acess´ıveis
em func¸a˜o da energia, isto e´, indica quanto estados com uma determinada ener-







δ (− Ek) dk, (2.10)
onde Ek e´ a dispersa˜o de energia do sistema e gs e´ degeneresceˆncia de spin. O










onde a energia esta´ compreendida no intervalo [−2t, 2t]. Em seguida estudare-
mos como se modifica a func¸a˜o de onda electro´nica se os electro˜es estiverem
confinados a uma cadeia de tamanho finito.
Cadeia AA com condic¸o˜es de fronteira fixas
No caso de uma cadeia finita (com N a´tomos) surgem efeitos devidos a` dimensa˜o
finita do sistema, sendo, portanto, necessa´rio levar em conta o tipo de condic¸o˜es
de fronteira. No caso de uma cadeia finita, com N a´tomos, as condic¸o˜es de
fronteira fixas (CFF) podem ser descritas por
A0 = 0, (2.12a)
AN+1 = 0. (2.12b)
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A proposta de soluc¸a˜o para a func¸a˜o de onda do sistema macic¸o (2.4), com
coeficientes de Wannier definidos por (2.6), na˜o obedece a`s condic¸o˜es de fronteira
da cadeia finita (2.12). Na˜o obstante podemos construir uma func¸a˜o de onda
composta pela combinac¸a˜o linear de ondas planas degeneradas, ou seja,
An = Ake
ikna0 + A−ke−ikna0 . (2.13)
Aplicando a condic¸a˜o de fronteira (2.12a), obtemos a relac¸a˜o seguinte
A−k = −Ak. (2.14)
Recorrendo ao resultado anterior e´ poss´ıvel determinar o coeficiente An para a
func¸a˜o de onda deste sistema, cuja forma expl´ıcita e´
An = c sin(kna0). (2.15)
Impondo agora a segunda condic¸a˜o de fronteira (2.12b) ao coeficiente An dado




, ` = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (2.16)




Assim, o conjunto das equac¸o˜es (2.15), (2.16) e (2.17) espec´ıfica univocamente
a func¸a˜o de onda deste sistema.
Cadeia AA com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas
No problema com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas (CFP), as amplitudes AN
satisfazem uma das duas condic¸o˜es seguintes (em alternativa)
A0 = AN , (2.18a)
ou
AN+1 = A1. (2.18b)
Uma vez que a condic¸a˜o de fronteira deste problema e´ diferente da condic¸a˜o de
fronteira da cadeia AA com CFF, esperamos obter uma quantificac¸a˜o diferente
dos nu´meros de onda do sistema. Visto que, neste caso, o sistema na˜o tem
fronteiras impenetra´veis (como no caso anterior), e´ natural escolher a func¸a˜o de
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onda igual a` func¸a˜o de onda da cadeia infinita (2.4). A quantificac¸a˜o do vector
de onda neste problema pode ser obtida aplicando a equac¸a˜o (2.18a) ou equac¸a˜o




, ` = 0, 1, . . . , N − 1. (2.19)
Tal como antecipado, as regras de quantificac¸a˜o (2.16) e (2.19) sa˜o distintas.
Tendo discutido o problema simples de uma cadeia mono-ato´mica, passaremos,
em seguida, ao estudo a liga unidimensional AB. Este problema introduz algumas
alterac¸o˜es na˜o triviais, relativamente ao caso anterior.
2.3.2 Cadeia linear AB infinita
Comecemos por considerar o problema da cadeia com Nc → ∞. Neste limite
e´ poss´ıvel obter a soluc¸a˜o exacta para a relac¸a˜o de dispersa˜o do sistema, ge-
neralizando a equac¸a˜o (2.5). Neste caso, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Schro¨dinger
reduz-se a` soluc¸a˜o do seguinte conjunto de duas equac¸o˜es para as amplitudes
An e Bn:
E〈n, a|ψ〉 = 〈n, a |H|ψ〉 ⇔ EAn = tBn + t′Bn−1, (2.20a)
e
E〈n, b|ψ〉 = 〈n, b |H|ψ〉 ⇔ EBn = tAn + t′An+1. (2.20b)
Tal como no caso da cadeia mono-ato´mica, vamos, tambe´m neste caso, escrever




















A dispersa˜o de energia e´ obtida determinando os valores pro´prios da matriz (2.22),
os quais decorrem de
det
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t2 + t′2 + 2tt′ cos ka0. (2.24)
Como seria de esperar, o facto da ce´lula unita´ria conter dois a´tomos origina duas
bandas de energia, correspondentes a`s soluc¸o˜es positiva e negativa da equac¸a˜o
de Schro¨dinger do sistema. No caso particular em que t′ = t, as bandas distintas
que podem ser escritas como















Verificamos que este resultado e´ coerente com o resultado obtido na subsecc¸a˜o
2.3.1 para a rede linear do tipo AA, concretamente com a equac¸a˜o (2.8).Pela
equac¸a˜o (2.25) verificamos que uma cadeia de tipo AB com paraˆmetros de salto
t′ = t, e´ equivalente a uma cadeia AA cujo paraˆmetro de rede e´ metade do
paraˆmetro de rede da cadeia AB, aAA0 = a
AB
0 /2. A presenc¸a de duas soluc¸o˜es
poss´ıveis (±) pode ser compreendida com uma diferenc¸a de fase pi, no argumento
da func¸a˜o trigonome´trica presente na equac¸a˜o (2.25). Na figura 2.3 representa-
mos a dispersa˜o de energia para diferentes paraˆmetros t′, mantendo t = 1. As
linhas so´lidas representam as duas bandas de energia para a cadeia AB. O hiato
de energia pode ser determinado calculando o m´ınimo de energia da banda de
conduc¸a˜o e o ma´ximo da banda de valeˆncia. Da ana´lise da dispersa˜o de energia
(2.24), verifica-se que estes surgem em ka0 = ±pi
Ehiato = 2 |t− t′| . (2.26)
Por sua vez, os extremos da dispersa˜o de energia surgem em k = 0, pelo que a
largura de banda e´ dada por
El. b. = |t+ t′| − |t− t′| . (2.27)
Da soluc¸a˜o equac¸a˜o de Schro¨dinger (2.21a) determinamos a raza˜o entre os co-














= eiθk/2 = Ck, (2.28)
onde φ(k) = t + t′e−ika0 . Visto que, a raza˜o entre os coeficientes Ak e Bk e´
entre um nu´mero e o seu complexo conjugado, esta corresponde a uma diferenc¸a
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Figura 2.3: Relac¸o˜es de dispersa˜o de cadeias lineares AB no limite termodinaˆmico.
Linhas coloridas so´lidas representam as duas bandas de dispersa˜o, equac¸a˜o (2.24). No
caso particular que uma cadeia com paraˆmetros de salto t′ = t o hiato de energia entre
bandas (linhas pretas) e´ nulo nos pontos k = ±pi2 . A linha amarela tracejada representa
a dispersa˜o de energia de uma cadeia AA com paraˆmetro de rede aAA0 = a
AB
0 /2.
de fase, θk/2. A DOS desta cadeia e´ calculada de modo em tudo semelhante ao











Tal como no caso da densidade de estados da cadeia AA, a equac¸a˜o anterior
tambe´m possui restric¸o˜es no dom´ınio da energia, sendo este definido pelos inter-
valos sime´tricos [− |t+ t′| ,− |t− t′|] e [|t− t′| , |t+ t′|].
2.3.3 Cadeia AB com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas e
nu´mero par de a´tomos
Consideremos, agora, o problema da cadeia linear AB com N = 2Nc a´tomos
e CFP. Esta cadeia linear esta´ representada na figura 2.4. Para este sistema
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Figura 2.4: Cadeia AB finita com CFP. Esta cadeia e´ constitu´ıda por Nc ce´lulas
unita´rias dispostas ao longo de uma circunfereˆncia, espac¸adas entre si por um arco de
tamanho a0, permitindo deste modo que a u´ltima e primeira ce´lulas unita´rias sejam
primeiras vizinhas.
o hamiltoniano e´ o mesmo da secc¸a˜o anterior, diferindo o problema apenas nas
condic¸o˜es fronteira, contidas na seguinte equac¸a˜o
ANc+1 = A1. (2.30)
A func¸a˜o de onda electro´nica para este sistema e´ dada pela equac¸a˜o (2.2), mas




(An|n, a〉+Bn|n, b〉) . (2.31)
A equac¸a˜o de Schro¨dinger para este sistema e´ ideˆntica a` equac¸a˜o do sistema
infinito, equac¸a˜o (2.22). A quantificac¸a˜o do vector de onda e´ uma consequeˆncia
das condic¸o˜es de fronteira. No caso particular de CFP, os valores quantificados




, ` = 0, 1, . . . , Nc − 1. (2.32)
Para ` = 0 os coeficientes da func¸a˜o de onda (2.21) sa˜o independentes de n
e para ` = Nc/2 os coeficientes sa˜o proporcionais a (−1)n, consequentemente
existem dois estados tais que a densidade de probabilidade e´ independente de n.
2.3.4 Cadeia AB com condic¸o˜es de fronteira fixas e N par
Consideremos, agora, o problema de uma cadeia AB finita com Nc ce´lulas
unita´rias e condic¸o˜es de fronteira fixas, como representado na figura 2.5. No
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Figura 2.5: Cadeia AB finita com Nc ce´lulas unita´rias e condic¸o˜es de fronteira fixas,
isto e´, o a´tomo de tipo A da primeira ce´lula unita´ria e o a´tomo de tipo B da u´ltima
ce´lula unita´ria apenas interagem com o a´tomo presente na mesma ce´lula unita´ria. A
ce´lula unita´ria e´ igual a` ce´lula unita´ria da cadeia linear AB infinita, figura 2.2.
caso da cadeia infinita e da cadeia com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas, veri-
fica´mos que as func¸o˜es de onda podem ser descrita por ondas planas. Por sua
vez, na cadeia finita com CFF a func¸a˜o de onda do sistema macic¸o (2.21) na˜o e´
compat´ıvel com as CFF. Assim, e tal como no caso da cadeia AA com condic¸o˜es
de fronteira fixas, escreveremos a func¸a˜o de onda como uma combinac¸a˜o linear










representando uma onda que se propaga da esquerda para a direita. Os coefi-
cientes Ak e Bk e a respectiva raza˜o foram introduzidos nas equac¸o˜es (2.21) e
(2.28). Para um electra˜o propagando-se, no sistema infinito, da direita para a








Evidentemente a dispersa˜o da energia e´ ideˆntica a 2.24, contudo a relac¸a˜o entre






−iθk/2 = C−k, (2.35)
onde φ(−k) = t + t′eika0 . Uma vez que no sistema finito existe reflexa˜o nos
extremos da cadeia, iremos escrever a func¸a˜o de onda como uma combinac¸a˜o








(RkAkCkeikna0 +R−kA−kC−ke−ikna0) |n, b〉. (2.36)
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As condic¸o˜es de fronteira fixas traduzem-se nas duas condic¸o˜es seguintes:
ANc+1 = 0, (2.37a)
e
B0 = 0. (2.37b)
Decorrem das condic¸o˜es (2.37a) e (2.37b) e da func¸a˜o de onda (2.36) as seguintes
relac¸o˜es entre os coeficientes Ck, C−k, Rk e R−k
Ck
C−k














Nk sin (kna0) |n, b〉, (2.39)
onde se introduziu uma nova redefinic¸a˜o das constantes, escrevendo Nk =
2iRkAkCk. Dado que o quociente entre Ck e C−k decorre das equac¸o˜es (2.28)
e (2.35), a equac¸a˜o (2.38a) permite determinar a equac¸a˜o de quantificac¸a˜o para
o momento k, a qual toma a forma
f(k) = t sin [k (Nc + 1) a0] + t
′ sin (kNca0) = 0, (2.40)
onde a constante de normalizac¸a˜o Nk e´ dada por
|Nk|2 = 1
Nc − sin kNca0sin ka0 cos [k (Nc + 1) a0]
. (2.41)
Da equac¸a˜o (2.40) e´ poss´ıvel obter a quantificac¸a˜o do vector de onda, no en-
tanto esta equac¸a˜o na˜o possui uma soluc¸a˜o anal´ıtica. As soluc¸o˜es va´lidas de k
sa˜o determinadas calculando numericamente os zeros da func¸a˜o f(k), ou, al-
ternativamente pelo me´todo gra´fico, como se ilustra na figura 2.6. Da ana´lise
da figura 2.6 verificamos que cada intersecc¸a˜o ocorre, aproximadamente, para
vectores de onda dados por kaproxa0 = npi/Nc. Na tabela 2.1 apresentamos os
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Figura 2.6: A soluc¸a˜o da equac¸a˜o
(2.40) permite a determinac¸a˜o dos valo-
res quantificados do nu´mero de onda k.
A determinac¸a˜o dos valores de k pode
ser feita graficamente, representando o
lado esquerdo da equac¸a˜o (2.40) em
func¸a˜o de k e procurando a intersecc¸a˜o
dessa curva com o eixo das abcissas. Os
resultados apresentado sa˜o relativos a
uma cadeia AB com Nc = 10, t = 1,
t′ = 32 e a0 = 1.
resultados para os valores nume´ricos dos momentos k, comparando-os com a
soluc¸a˜o aproximada kaprox. Quer pela ana´lise gra´fica quer pela soluc¸a˜o nume´rica
da equac¸a˜o (2.40) sa˜o determinadas Nc + 1 soluc¸o˜es para k, no entanto a pri-
meira e u´ltima soluc¸o˜es k = 0, pi geram func¸o˜es de onda nulas. Visto estas
soluc¸o˜es para a func¸a˜o de onda na˜o serem fisicamente admiss´ıveis, os respecti-
vos valores de k sa˜o desprezados. Consequentemente, existem somente Nc − 1
soluc¸o˜es distintas para k, se nos limitarmos apenas a`s soluc¸o˜es reais da equac¸a˜o
(2.40). Em consequeˆncia da simetria part´ıcula/lacuna, as Nc − 1 soluc¸o˜es de k
permitem determinar 2Nc−2 estados pro´prios do sistema. Deste modo, notamos
que faltam dois estados ao problema, visto que no total dever´ıamos ter 2Nc es-
tados. Isso significa que os estados em falta na˜o podem ser estados propagantes,
(isto e´, com k um nu´mero real), pelo que resta a possibilidade de serem estados
localizados junto a`s fronteiras do sistema, descritos pelas soluc¸o˜es da equac¸a˜o
(2.40) com valores de k complexos. E´, contudo, mais instrutivo tentar construir
as func¸o˜es de onda explicitamente, mesmo sendo estas apenas exactas no limite
de cadeias compridas.
Estados de energia nula
Como iremos ver adiante, os estados localizados que menciona´mos atra´s possuem
energia aproximadamente nula, desde que as cadeias sejam compridas. No limite
Nc  1 verifica´mos, pela diagonalizac¸a˜o nume´rica (DN) do hamiltoniano do
sistema, a existeˆncia de estados com energia nula, tipicamente Ei/t  10−6.
Assim, e nestas condic¸o˜es, podemos colocar E = 0 nas equac¸o˜es (2.20), obtendo-
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Tabela 2.1: Quantificac¸a˜o do vector de onda k da cadeia linear AB. Comparac¸a˜o das
soluc¸o˜es nume´ricas da equac¸a˜o transcendente (2.40) de quantificac¸a˜o do vector de
onda com as soluc¸o˜es determinadas pela aproximac¸a˜o inicial, kaproxa = npi/Nc, para
uma cadeia AB com Nc = 10, t = 1, t
′ = 32 t e a0 = 1. Note-se que o sistema possui
Nc − 1 soluc¸o˜es distintas e na˜o triviais compreendias entre [0, pi], na medida em que,



















Estas relac¸o˜es de recorreˆncias sa˜o expressa´veis como leis exponenciais. Conse-
quentemente, para Nc  1 e para tt′ > 1, os coeficientes An e Bn rapidamente
decaem para valores nulos. Isto significa que podemos utilizar as relac¸o˜es de
recorreˆncia para definir as func¸o˜es de onda em cada sub-rede para cadeias muito
largas. Assim, recorrendo a` forma dos coeficientes An e Bn, equac¸o˜es (2.42),
podemos definir dois estados que apenas possuem amplitude finita em uma das
sub-redes, e os quais sa˜o localizados nos extremos opostos da cadeia. Esses dois

















|n, b〉 , (2.43b)
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onde as constantes de normalizac¸a˜o sa˜o
|A1|2 = |BNc |2 =
1− (t/t′)2
1− (t/t′)2Nc . (2.44)
Recorrendo a combinac¸o˜es sime´tricas e anti-sime´tricas das func¸o˜es de onda |ψa〉




















Na figura 2.7, sobrepomos as func¸o˜es de onda obtidas por duas diagonalizac¸o˜es
nume´ricas distintas, a diagonalizac¸a˜o completa e a diagonalizac¸a˜o de Lanczos
[Dagotto, 1994, Lehoucq et al., 1998] do hamiltoniano do sistema com as func¸o˜es
de onda anal´ıticas (2.45). Devemos salientar que a soluc¸a˜o (2.45) so´ e´ exacta
para cadeias longas, isto e´, Nc  1. No entanto como, vemos na figura 2.7 a
descric¸a˜o baseada na equac¸a˜o (2.45) e´ excelente mesmo para cadeias relativa-
mente pequenas. Igualmente, podemos aferir a qualidade da aproximac¸a˜o (2.45)
pela diferenc¸a da energia dos estados localizados, calculados numericamente,
relativamente a E = 0.
Correcc¸a˜o a` energia E = 0 para cadeias pequenas
Consideremos, agora, cadeias finitas de pequena dimensa˜o Nc . 20. Da dia-
gonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano do sistema verificamos que energia dos
estados localizados na˜o e´ exactamente nula. Contudo, mesmo para cadeias muito
pequenas, como, por exemplo, com Nc ∼ 5 com t/t′ = 2/3 o desvio da energia
relativamente a E = 0 e´ muito pequeno (quando comparado com t ou t′), sendo
sime´trico para os dois estados localizados. Em face disto, desejamos calcular
essa correcc¸a˜o ao valor E = 0 devido ao tamanho finito das cadeias, recorrendo
a teoria de perturbac¸o˜es degeneradas, de acordo com a qual a correcc¸a˜o de pri-
meira ordem a` energia de dois estados degenerados devido a uma perturbac¸a˜o









(Wii −Wjj)2 + 4|Wij|2
)
, (2.46)
onde os elementos de matriz, Wij, sa˜o definidos como
Wij = 〈ψi
∣∣H(1)∣∣ψj〉, (2.47)
sendo os estados ψi e ψj os dois estados degenerados, escritos de modo a serem
ortogonais entre si, ou seja
〈ψi | ψj〉 = δi,j. (2.48)
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(a) DC vs SA (b) ML vs SA
Figura 2.7: Comparac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica da func¸a˜o de onda dos estados locali-
zados com as soluc¸o˜es obtidas a partir da diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano
do sistema, quer pela diagonalizac¸a˜o completa (2.7a), quer pela diagonalizac¸a˜o de
Lanczos (2.7b), para uma cadeia com Nc = 20 ce´lulas unita´rias, com paraˆmetros de
salto t = 1 e t′ = 32 t, a0 = 1 e com CFF. A linha so´lida com circunfereˆncias repre-
senta os resultados da soluc¸a˜o anal´ıtica, por sua vez a linha vermelha tracejada com
”X”representa a soluc¸a˜o nume´rica para a func¸a˜o de onda. A diagonalizac¸a˜o nume´rica
de Lanczos apenas determina a soluc¸a˜o de um dos estados localizados, concretamente
a soluc¸a˜o sime´trica.
Tal como vimos na subsecc¸a˜o anterior, as func¸o˜es de onda sime´tricas e anti-
sime´tricas para os estados localizados, equac¸a˜o (2.45), verificam a condic¸a˜o de
normalizac¸a˜o (2.48). Analisando o comportamento das func¸o˜es de onda em cada
sub-rede, verifica-se que, mesmo para cadeias de pequena dimensa˜o, apenas no
centro da cadeia as amplitudes nos s´ıtios A e B sa˜o, para ambos os estados,
simultaˆnea e significativamente diferentes de zero, pelo que iremos calcular os
elementos de matriz (2.46) aproximando o hamiltoniano da cadeia finita aos
termos que apenas conteˆm os estados de Wannier centrais da cadeia. Como
veremos, esta aproximac¸a˜o, aparentemente dra´stica, e´ excelente. Uma vez que
a ligac¸a˜o entre os a´tomos centrais da cadeia e´ diferente no caso de cadeias com
nu´mero par ou ı´mpar de ce´lulas unita´rias propomos duas aproximac¸o˜es diferentes
para cada um dos casos. Assim, para Nc par e Nc ı´mpar temos




H(1) = t [|N ′, a〉 〈b,N ′|+ |N ′, b〉 〈N ′, a|] , N ′ = Nc + 1
2
, (2.49b)
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Tabela 2.2: Comparac¸a˜o da energia dos estados localizados calculadas pelas cor-
recc¸o˜es a` energia dos estados localizados (2.50), com os resultados da diagonalizac¸a˜o
nume´rica de Lanczos do hamiltoniano do sistema. Apresentamos os resultados para
cadeias com diferentes comprimentos, iguais paraˆmetros de rede, t = 1, t′ = 32 t,
paraˆmetro de rede a0 = 1 e CFF.






6 7.37278× 10−2 7.48961× 10−2 1.55980
10 1.44556× 10−2 1.44736× 10−2 0.12406
16 1.26870× 10−3 1.26872× 10−3 0.00173
20 2.50607× 10−4 2.50607× 10−4 0.00009
26 2.20012× 10−5 2.20012× 10−5 0.00001






5 1.11676× 10−1 1.14767× 10−1 2.69327
11 9.63547× 10−3 9.64149× 10−3 0.06247
15 1.90306× 10−3 1.90313× 10−3 0.00359
21 1.67071× 10−4 1.67072× 10−4 0.00004
25 3.30018× 10−5 3.30018× 10−5 0.00001
respectivamente. Usando a equac¸a˜o (2.46), obteˆm-se os seguintes resultados

















1− (t/t′)2Nc . (2.50b)
Nas tabelas 2.2a e 2.2bcomparamos os resultados para a energia dos estados
localizados, obtidos atrave´s da diagonalizac¸a˜o do hamiltoniano do sistema pelo
me´todo de Lanczos [Dagotto, 1994, Lehoucq et al., 1998], com os valores calcu-
lados pelas equac¸o˜es (2.50a) e (2.50b). Por sua vez, os resultados da DNC sa˜o
comparados com os resultados da soluc¸o˜es anal´ıticas previstas pelas equac¸o˜es
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Tabela 2.3: Comparac¸a˜o da energia dos estados localizados calculadas pelas cor-
recc¸o˜es a` energia dos estados localizados (2.50), com os resultados da diagonalizac¸a˜o
nume´rica completa do hamiltoniano do sistema. Apresentamos os resultados para
cadeias com diferentes comprimentos, iguais paraˆmetros de rede, t = 1, t′ = 32 t,
paraˆmetro de rede a0 = 1 e CFF.






6 7.37278× 10−2 7.48961× 10−2 1.55980
10 1.44556× 10−2 1.44736× 10−2 0.12406
16 1.26870× 10−3 1.26872× 10−3 0.00173
20 2.50607× 10−4 2.50607× 10−4 0.00009
26 2.20012× 10−5 2.20012× 10−5 0.00000
30 4.34591× 10−6 4.34591× 10−6 0.00000






5 1.11676× 10−1 1.14767× 10−1 2.69327
11 9.63547× 10−3 9.64149× 10−3 0.06247
15 1.90306× 10−3 1.90313× 10−3 0.00359
21 1.67071× 10−4 1.67072× 10−4 0.00004
25 3.30018× 10−5 3.30018× 10−5 0.00000
31 2.89728× 10−6 2.89728× 10−6 0.00000
(2.50a) e (2.50b), respectivamente, nas tabelas 2.3a e 2.3b. Perante estes
resultados verificamos que as correcc¸o˜es de primeira ordem em teoria de per-
turbac¸o˜es degenerada para a energia dos estados localizados fornecem uma boa
aproximac¸a˜o para a energia dos respectivos estados, visto que mesmo para a ca-
deia de pequena dimensa˜o com Nc = 5, a diferenc¸a entre a energia calculada pela
DN do hamiltoniano do sistema e o valor previsto pela soluc¸a˜o anal´ıtica (SA) e´
inferior a 5%. E´ de notar, contudo, que a qualidade da aproximac¸a˜o depende cri-
ticamente do quociente t/t′. Quando este quociente tende para um, e´ necessa´rio
incluir sucessivamente mais termos a` perturbac¸a˜o H(1).
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Figura 2.8: Cadeia linear finita com nu´mero ı´mpar de a´tomos, N = 2Nc + 1. Esta
cadeia e´ um caso particular da cadeia AB infinita, figura 2.2, com a particularidade de
possuir um a´tomo em excesso. Uma vez que a cadeia e´ finita, a condic¸a˜o de fronteira
na primeira ce´lula unita´ria restringe o a´tomo de tipo A a trocar electro˜es somente
com o a´tomo de tipo B da mesma ce´lula unita´ria. De acordo com o hamiltoniano
(2.1), o movimento dos electro˜es e´ caracterizado pelo paraˆmetro de salto t. Por sua
vez na fronteira oposta, o u´ltimo a´tomo na˜o pertence a nenhuma ce´lula unita´ria, por
esta raza˜o definimos que a cadeia e´ constitu´ıda por Nc ce´lula unita´rias e um a´tomo
extra. Este a´tomo e´ numerado na cadeia como pertencendo a` ce´lula unita´ria Nc + 1
e por sua vez a condic¸a˜o de fronteira neste extremo da cadeia restringe este a´tomo a
trocar electro˜es apenas com o a´tomo de tipo B da ce´lula unita´ria Nc, sendo esta troca
descrita pela paraˆmetro de salto t′.
2.3.5 Cadeia AB com condic¸o˜es de fronteira fixas e N
ı´mpar
Uma variac¸a˜o do problema anterior consiste em considerar uma cadeia AB com
um nu´mero total ı´mpar de a´tomos N = 2Nc + 1. Novamente surgem duas
opc¸o˜es CFF e CFP. Comecemos por estudar a cadeia aberta, ou seja, com CFF
tais que
B0 = 0, (2.51a)
BNc+1 = 0. (2.51b)
Esta cadeia possui Nc ce´lulas unita´rias e mais um a´tomo da espe´cie A, ao qual
associamos a amplitude ANc+1. Este u´ltimo a´tomo encontra-se ligado ao a´tomo
BNc pelo paraˆmetro de salto t
′, como se representa na figura 2.8.
Estados de energia nula
Consideremos, a` partida, que existem estados de energia nula. Nesse caso a
equac¸a˜o de Schro¨dinger (2.20) determina a relac¸a˜o entre os coeficientes An, An+1
e Bn, Bn−1 na forma:
0 = tBn + t
′Bn−1 ⇔ Bn−1 = − t
t′
Bn, (2.52a)
0 = tAn + t
′An+1 ⇔ An+1 = − t
t′
An. (2.52b)
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Das equac¸o˜es anteriores determinamos relac¸o˜es de recorreˆncia para os coeficien-














Aplicando a condic¸a˜o (2.51a) na se´rie de recorreˆncia (2.53b) verificamos que os
todos coeficientes Bn sa˜o nulos, logo a func¸a˜o de onda nos s´ıtios da sub-rede b
e´ sempre nula. Por sua vez os coeficientes An dependem sa˜o proporcionais ao

















Recorrendo a` equac¸a˜o (2.54) podemos comparar os resultados anal´ıticos com os
resultados nume´ricos, como se ilustra na figura 2.9.
2.3.6 Cadeia AB com fronteira pseudoperio´dica e N ı´mpar
Consideremos agora a cadeia com nu´mero ı´mpar de a´tomos e condic¸o˜es de fron-
teira pseudo perio´dicas (CFPP). Esta cadeia possui Nc ce´lulas unita´ria e mais
um a´tomo do tipo A, resultando em uma cadeia com 2Nc + 1 a´tomos. Neste
caso, os a´tomos A0 e A1 esta˜o ligados entre si por um paraˆmetro de salto α. A
figura 2.10 e´ uma representac¸a˜o deste sistema. A presenc¸a do a´tomo A entre as
ce´lulas unita´rias Nc e 1 altera a equac¸a˜o de Schro¨dinger dos a´tomos vizinhos:
EA1 = tB1 + αA0, (2.56a)
EBNc = tANc + αa0. (2.56b)
1A equac¸a˜o (2.52a) permite determinar uma se´rie recursiva que tem in´ıcio no u´ltimo ele-
mento BNc e termina no primeiro termo B1. A direcc¸a˜o desta se´rie e´ oposta a` direcc¸a˜o da
numerac¸a˜o das ce´lulas unita´rias, para simplificar a escrita da func¸a˜o de onda optamos por
inverter a ordem da se´rie em causa, permitindo deste modo, escrever a se´rie de recorreˆncia em
func¸a˜o do ı´ndice de ce´lula unita´ria.
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(a) DC vs SA (b) ML vs SA
Figura 2.9: Comparac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica da func¸a˜o de onda dos estados localiza-
dos com as soluc¸o˜es obtidas a partir da diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano do
sistema, quer pela diagonalizac¸a˜o completa (2.9a), quer pela diagonalizac¸a˜o de Lanc-
zos (2.9b), para uma cadeia com Nc = 12 ce´lulas unita´rias completas, com paraˆmetros
de salto t = 1 e t′ = 32 t, paraˆmetro de rede a0 = 1 e com CFF. A linha so´lida com cir-
cunfereˆncias representa os resultados da soluc¸a˜o anal´ıtica, por sua vez a linha vermelha
tracejada com ”X”representa a soluc¸a˜o nume´rica para a func¸a˜o de onda.
Por sua vez a equac¸a˜o de Schro¨dinger associada a` amplitude do a´tomo A0 tem
a forma
Ea0 = αA1 + t
′BNc . (2.56c)
Estas equac¸o˜es traduzem os efeitos de dimensa˜o finita do sistema e da existeˆncia
de um a´tomo em excesso na cadeia.
Estados de energia nula
Procedendo de modo equivalente ao estudo da cadeia AB com nu´mero ı´mpar
de a´tomos e CFF, procuramos a existeˆncia de estados localizados com energia
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Figura 2.10: Cadeia AB fechada com nu´mero ı´mpar de a´tomos, esta cadeia e´ seme-
lhante a` cadeia AB finita com nu´mero ı´mpar de a´tomos, figura 2.8, contudo neste caso
impomos condic¸o˜es de fronteira pseudo perio´dicas (CFPP). Este sistema distingue-se
da cadeia perio´dica pela introduc¸a˜o de um a´tomo do tipo A entre a u´ltima e primeira
ce´lula unita´ria.
Pela equac¸a˜o Schro¨dinger para os a´tomos pertencentes a`s ce´lulas unita´rias 1 <
n < Nc, obtemos as relac¸o˜es de recorreˆncia para os coeficientes das sub-redes A
e B, equac¸o˜es (2.53). Recorrendo a estas relac¸o˜es, escrevemos a func¸a˜o de onda

















+ a0|0, a〉. (2.58)






(−t/t′)n−1 |n, a〉 − (α/t′) (−t/t′)Nc−n |n, b〉
]
+
+A1 (−t/t′)Nc |0, a〉, (2.59)
onde a constante de normalizac¸a˜o e´




1− (t/t′)2]− (t/t′)2(Nc+1) . (2.60)
Verificamos que os coeficientes B1 e A0 da func¸a˜o de onda (2.59) apenas ve-
rificam a condic¸a˜o (2.57a) no limite Nc → ∞, consequentemente a func¸a˜o de
onda apenas representa exactamente os estados localizados no limite Nc →∞.
No entanto, visto os coeficientes An e Bn serem proporcionais a func¸o˜es expo-
nenciais, os coeficientes em questa˜o tendem para zero se Nc  1. Para cadeias
suficientemente grandes a func¸a˜o de onda (2.59) e´ va´lida. Falta agora discutir
para que valores Nc a equac¸a˜o (2.59) e´ uma boa aproximac¸a˜o a` soluc¸a˜o exacta.
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(a) DC vs SA (b) ML vs SA
Figura 2.11: Comparac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica da func¸a˜o de onda dos estados loca-
lizados com as soluc¸o˜es obtidas a partir da diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano
do sistema, quer pela diagonalizac¸a˜o completa (2.11a), quer pela diagonalizac¸a˜o de
Lanczos (2.11b), para uma cadeia com Nc = 12 ce´lulas unita´rias completas, com
paraˆmetros de salto t = 1 e t′ = 32 t, paraˆmetro de rede a0 = 1 e com CFPP. A linha
so´lida com circunfereˆncias representa os resultados da soluc¸a˜o anal´ıtica, por sua vez
a linha vermelha tracejada com ”X”representa a soluc¸a˜o nume´rica para a func¸a˜o de
onda.
Uma medida da qualidade dessa aproximac¸a˜o e´ dada pela obedieˆncia a` restric¸a˜o
BNc = −αt′A1, fornecida acima. A outra e´ pelo desvio dos valores da energia
relativamente ao valor E = 0, ja´ que as condic¸o˜es de recorreˆncia assentam na
hipo´tese da existeˆncia de estados de energia nula. Na figura 2.11 comparamos a
soluc¸a˜o da func¸a˜o de onda anal´ıtica com a soluc¸a˜o proveniente das DNC e DNL
do hamiltoniano do sistema.
De acordo com a func¸a˜o de onda para os estado localizado (2.59), o coeficiente
A0 e´ muito pequeno ∼ 0, consequentemente, a sobreposic¸a˜o dos estados |1, a〉 e
|0, a〉 e´ despreza´vel e o tunelamento entre os respectivos estados devera´ ser pe-
queno. No entanto, para cadeias de dimensa˜o suficientemente reduzida Nc . 30
o coeficiente A0 na˜o e´ despreza´vel e como consequeˆncia a sobreposic¸a˜o dos es-
tados em questa˜o tambe´m na˜o e´ nula, permitindo deste modo o tunelamento
de electro˜es do a´tomo A1 para o a´tomo A0, violando deste modo a condic¸a˜o
(2.57a), que exige B1 = A0 = 0.
Correcc¸a˜o de primeira ordem a` energia E = 0
Uma vez que mesmo para cadeias de dimensa˜o reduzida Nc . 30 a sobreposic¸a˜o
dos estados |1, a〉 e |0, a〉 e´ reduzida, o desvio da energia relativamente a E = 0
e´ pequeno. Assim, isto iremos, agora, calcular os desvios da energia dos estados
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Tabela 2.4: Comparac¸a˜o da energia dos estados localizados calculada pela correcc¸a˜o
a` energia, equac¸a˜o (2.62), com os resultados da diagonalizac¸a˜o nume´rica completa
do hamiltoniano do sistema. Apresentamos os resultados para cadeias com diferentes
comprimentos, iguais paraˆmetros de rede, t = 1, t′ = 32 t, α = t, paraˆmetro de rede






5 −1.01841× 10−1 −1.05371× 10−1 3.34937
10 1.33409× 10−2 1.33575× 10−2 0.12476
15 −1.75666× 10−3 −1.75672× 10−3 0.12476
20 2.31330× 10−4 2.31330× 10−4 0.00008
25 −3.04632× 10−5 −3.04632× 10−5 < 0.00001
localizados usando teoria de perturbac¸o˜es de primeira ordem. Uma vez que que
o desvio da energia relativamente a E = 0 e´ devido ao tunelamento entre os
a´tomos nos os estados |1, a〉 e |0, a〉, o hamiltoniano que descrever esse mesmo
tunelamento tem a forma
H(1) = α(|1, a〉〈a, 0|+ |0, a〉〈a, 1|). (2.61)
De acordo com a teoria de perturbac¸o˜es, a correcc¸a˜o de primeira ordem a` ener-














Os resultados da correcc¸a˜o de primeira ordem a` energia do estado localizado sa˜o
comparados com os resultados provenientes da DN do hamiltoniano do sistema
via DNC na e DNL. Na tabela 2.4 apresentamos os resultados da DNC e na tabela
2.5 os resultados da DNL2. Dos resultados indicados nessas tabelas, verifica-se
que a correcc¸a˜o de primeira ordem gera resultados aceita´veis, mesmo para cadeia
muito pequenas (por exemplo, Nc = 5), convergindo rapidamente (Nc & 20)
para o valor obtido quer pela DNC quer pela DNL. Das equac¸o˜es (2.62) e (2.60)
verificamos que a energia dos estados nulos decresce exponencialmente com o
tamanho da cadeia.
2A correcc¸a˜o de primeira ordem a` energia do estado localizado E(1) e´ indicada nas duas
tabelas.
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Tabela 2.5: Comparac¸a˜o da energia dos estados localizados calculada pela correcc¸a˜o
a` energia, equac¸a˜o (2.62), com os resultados da diagonalizac¸a˜o nume´rica de Lanczos
do hamiltoniano do sistema. Apresentamos os resultados para cadeias com diferentes
comprimentos, iguais paraˆmetros de rede, t = 1, t′ = 32 t, α = t, paraˆmetro de rede






5 −1.01841× 10−1 −1.05371× 10−1 3.34937
10 1.33409× 10−2 1.33575× 10−2 0.12476
15 −1.75666× 10−3 −1.75672× 10−3 0.12476
20 2.31330× 10−4 2.31330× 10−4 0.00008
25 −3.04632× 10−5 −3.04632× 10−5 0.00002
2.4 Potenciais externos de curto alcance
Nesta secc¸a˜o estudamos a dispersa˜o da energia, a DOS e os estados pro´prios de
cadeias lineares sob o efeito de uma impureza de curto alcance, de uma carga
isolada (potencial de Coulomb), de um arranjo perio´dico de potenciais locais e,
por fim, um arranjo na˜o perio´dicos de potencias locais ao longo da cadeia. Para
minimizar os efeitos devidos ao tamanho finito das cadeias, o estudo da influeˆncia
dos potenciais externos e´ feito em cadeias longas e considerando condic¸o˜es de
fronteira perio´dicas.
2.4.1 Potencial externo local
Para iniciar o estudo da influeˆncia de potenciais externo sobre o sistema optamos
por estudar o efeito de um potencial externo local sobre a ce´lula unita´ria central
de uma cadeia AB infinita. O hamiltoniano que representa o potencial criado
pela impureza de curto alcance e´
V = ε0 (|0, a〉 〈0, a|+ |0, b〉 〈0, b|) , (2.63)
onde ε e´ a intensidade do potencial local sobre os a´tomos da cadeia AB. Recor-
dando o problema do efeito de um potencial externo proporcional a` func¸a˜o delta
de Dirac, δ(x−x0), sobre uma part´ıcula livre, para o qual se sabe que a func¸a˜o de
onda decresce exponencialmente com a distaˆncia ao ponto x0, decidimos propor
soluc¸o˜es para a func¸a˜o de onda proporcionais a e−α|n|. Nesta subsecc¸a˜o iremos
abordar o efeito do potencial local sobre as cadeias infinitas AA e AB.
30 CAPI´TULO 2. FIOS UNIDIMENSIONAIS DE CARBONO
Cadeia AA




[|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n|] + ε0 |0〉 〈0| . (2.64)
Admitindo que a func¸a˜o de onda electro´nica estara´ localizada em torno da im-




An |n〉 . (2.65)
Para n = 0 a equac¸a˜o de Schro¨dinger tem a forma
EA0 = t (A1 + A−1) + ε0A0, (2.66)
e supondo que An = a˜e
−|n|α, obte´m-se
E − ε0 = 2te−α. (2.67)
Para valores de n diferentes de zero, a equac¸a˜o de Schro¨dinger permite calcular
a energia do estado localizado, tendo a forma explicita
E = 2t coshα. (2.68)
Uma vez determinada a energia do estado, podemos simplificar a equac¸a˜o (2.67),
obtendo deste modo uma relac¸a˜o entre a energia do potencial local e o factor de
decaimento da func¸a˜o de onda:
ε0 = 2t sinhα. (2.69)
Visto fixarmos o valor do potencial local (ε0) podemos determinar a constante
de decaimento da func¸a˜o de onda invertendo a equac¸a˜o anterior.
Cadeia AB
Estudemos agora o efeito de um potencial local numa cadeia AB, calculando as
func¸o˜es de onda dos estados localizados e as respectivas energias. Comecemos




[|n, a〉 〈b, n|+ |n, b〉 〈a, n+ 1 + h.c.|]
+ε0 [|0, a〉 〈a, 0|+ |0, b〉 〈b, 0|] . (2.70)
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(An |n, a〉+Bn |n, b〉) , (2.71)
onde os coeficientes An e Bn sa˜o os coeficientes dos estados Wannier. Decorre
da equac¸a˜o (2.71) que a equac¸a˜o de Schro¨dinger para cada sub-rede da cadeia
toma a seguinte forma
(E − ε0δ0,n)An = tBn + t′Bn−1, (2.72a)
(E − ε0δ0,n)Bn = tAn + t′An+1. (2.72b)
Por outro lado, recorrendo a` diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano do sis-
tema, figura 2.12, —o hamiltoniano diagonalizado numericamente e´ o de uma
cadeia AB finita com condic¸o˜es de fronteira perio´dicas3, sob o efeito de um
potencial local —verificamos a presenc¸a de dois estados localizados em torno
da ce´lula unita´ria n = 0. Da ana´lise da figura 2.12 podemos ainda concluir que
potenciais externos positivos e negativos geram respectivamente func¸o˜es de onda
sime´tricas e anti-sime´tricas. Inspirados pelos resultados nume´ricos, propomos a








(A |n, a〉 ±B |n, b〉) e−nα, (2.73)
onde a exponencial real assegura o decaimento da func¸a˜o de onda com a distaˆncia
a` ce´lula unita´ria central, n = 0, e por sua vez a troca de sub-rede dos coefi-
cientes A e B para n < 1, assegura a simetria ou anti-simetria da func¸a˜o de
onda. Escrevendo a equac¸a˜o de Schro¨dinger no caso particular de n > 1 (ou,
equivalentemente, para n < 1) obtemos
EA = ±B (t+ t′eα) , (2.74a)
EB = ±A (t+ t′e−α) , (2.74b)
3Utilizamos o hamiltoniano de uma cadeia AB com condic¸o˜es de fronteira perio´dica, porque
tal como vimos na secc¸a˜o (2.3), esta e´ a u´nica cadeia AB finita que na˜o possui estados
localizados
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o que permite determinar a energia dos estados localizados na forma
E = λ
√
(t+ t′e−α) (t+ t′eα), (2.75)
e onde λ = ±1 representa as duas energias poss´ıveis dos estados localizados.
Da equac¸a˜o de Schro¨dinger podemos ainda determinar o quociente entre as








Notar que a equac¸a˜o (2.76) representa o quociente entre as amplitudes A e
B em quatro casos distintos: o sinal ± representa a escolha de func¸a˜o de onda
respectivamente sime´trica ou anti-sime´trica, enquanto o coeficiente λ = ± repre-
senta os estados de energia negativa ou positiva. Escrevendo agora a equac¸a˜o de
Schro¨dinger para n = 1 (ou, equivalentemente, n = −1)4 obtemos as seguintes
relac¸o˜es
EAe−α = ± (Bte−α + Ac0t′) , (2.77a)
± EBe−α = A (te−α + t′e−2α) , (2.77b)
Finalmente, na ce´lula unita´ria central, n = 0, a equac¸a˜o de Schro¨dinger e´ equi-
valente para os dois a´tomos da ce´lula unita´ria central, sendo esta propriedade
uma consequeˆncia da simetria da proposta da func¸a˜o de onda (2.73),






Combinando as equac¸o˜es (2.77a) e (2.78) podemos determinar uma relac¸a˜o entre












onde o sobrescrito ± indica se o tipo de simetria da func¸a˜o de onda dos estados
localizados. Tal como na equac¸a˜o (2.76), a equac¸a˜o (2.79) engloba os quatro
tipos de estados localizados poss´ıveis. Em qualquer um destes casos a equac¸a˜o
e´ transcendente, e como tal na˜o e´ poss´ıvel resolveˆ-la analiticamente em ordem a
4Note-se que as equac¸o˜es de Schro¨dinger para os a´tomos nas ce´lulas unita´rias, n < 1,
sa˜o equivalente a`s equac¸o˜es (2.77), no entanto, devido a` forma da func¸a˜o de onda (2.73) a
equac¸a˜o (2.77a) e´ determinada para os a´tomos presentes na sub-rede B e a equac¸a˜o (2.77b),
por sua vez, e´ determinada pelos a´tomos presentes na sub-rede A.
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α. Resolvendo numericamente a equac¸a˜o (2.79) verificamos que, para a func¸a˜o
de onda sime´trica, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (2.79) apenas converge se e so´ se
ε0 > 0 e λ = 1. Por sua vez, para a func¸a˜o de onda anti-sime´trica a soluc¸a˜o
da equac¸a˜o (2.79) converge se e so´ se ε0 < 0 e λ = −1. Perante o exposto,
verificamos que a func¸a˜o de onda (2.73) determina apenas a soluc¸a˜o de um estado
localizado, concretamente o estado sime´trico se ε0 > 0 ou estado anti-sime´trico
se ε0 < 0, isto porque ψ+ so´ e´ valida se λ = 1 e ψ− so´ e´ va´lida se λ = −1.
Pela ana´lise dos resultados nume´ricos, figura 2.12, verificamos que a func¸a˜o de
onda do estado localizado que na˜o e´ descrito pela equac¸a˜o (2.73), possui um
comportamento ligeiramente distinto do comportamento desta. Nomeadamente,
o sinal dos coeficientes de cada sub-rede, A e B alterna com o ı´ndice de ce´lula,
isto e´, a func¸a˜o de onda e´ proporcional a (−1)n. Com base nesta observac¸a˜o,









(−1)n (A |n, a〉 ±B |n, b〉) e−nα. (2.80)
Repetindo o procedimento aplicado a quando da discussa˜o relativa a` func¸a˜o de
onda (2.73), determinamos a energia do estado na forma
E = λ
√
(t− t′e−α) (t− t′eα), (2.81)






t− t′eα . (2.82)
Tal como a equac¸a˜o (2.76), tambe´m a equac¸a˜o (2.82) representa, em princ´ıpio,
representa quatro casos distintos. Igualmente se determina a relac¸a˜o entre o








t− t′e−α ∓ 1
)
. (2.83)
Verificamos que, tal como no caso da equac¸a˜o (2.76), a equac¸a˜o (2.82) tambe´m e´
transcendente e consequentemente a constante de decaimento, α, e´ determinada
numericamente. Resolvendo numericamente a equac¸a˜o (2.83) para a proposta
de func¸a˜o de onda sime´trica, verifica-se que a soluc¸a˜o apenas converge se e so´ se
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(a) Potencial local positivo, onde a
func¸a˜o de onda anal´ıtica do estado com
energia positiva e´ determinada pela
equac¸a˜o (2.73) e por sua vez o es-
tado com energia negativa e´ determi-
nada pela equac¸a˜o (2.80).
(b) Potencial local negativo, onde a
func¸a˜o de onda anal´ıtica do estado com
energia positiva e´ determinada pela
equac¸a˜o (2.73) e por sua vez o es-
tado com energia negativa e´ determi-
nada pela equac¸a˜o (2.80).
Figura 2.12: Comparac¸a˜o dos resultados anal´ıticos com os resultados da DNC do
hamiltoniano do sistema para as func¸o˜es de onda de estados localizados pela presenc¸a
de um potencial local externo, de intensidade ε0, para cadeias com CFP, Nc = 75,
t = 1, t′ = 32 t e paraˆmetro de rede a0 = 1.
ε0 > 0 e λ = 1. No caso da func¸a˜o de onda anti-sime´trica a soluc¸a˜o da equac¸a˜o
(2.83) apenas converge se e so´ se ε0 < 0 e λ = −1. Na figura 2.12 compa-
ramos as soluc¸o˜es anal´ıticas das func¸o˜es de onda dos estados localizados com
os resultados anal´ıticos com a DN do problema para as diferentes combinac¸o˜es
de energia do estado e potencial externo. Na tabela 2.6 comparamos a energia
de va´rios estados localizados, quer obtidas a partir da diagonalizac¸a˜o nume´rica
quer a partir da soluc¸a˜o das equac¸o˜es (2.75) e (2.81). Quando comparamos a
cadeia linear AB na auseˆncia e na presenc¸a de um potencial local, notamos os
seguintes resultados qualitativos para este u´ltimo caso:
 Presenc¸a de um estado com energia no interior do hiato entre bandas5.
 Existeˆncia de um estado com energia fora dos limites m´ınimo da banda de
valeˆncia ou ma´ximo da banda de conduc¸a˜o.
 Presenc¸a de dois estados localizados em torno da ce´lula unita´ria a` qual se
aplicou o potencial externo.6.
5No caso da cadeia com CFF surge a presenc¸a de mais um estado no hiato de energia para
ale´m dos dois estados com energia nula
6No caso da cadeia com CFF presenc¸a de quatro estados localizados, sendo dois destes
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Tabela 2.6: Energia dos estados localizados (2.75) em func¸a˜o do potencial externo ε0
para Nc = 75, t = 1, t
′ = 32 t, paraˆmetro de rede a0 = 1 e CFF pela SA e pela DNC.
ε0
E < 0 E > 0
ESA EDC ESA EDC
−2.0t −3.6735991 −3.6735991 0.3402657 0.3402657
−1.0t −2.9270509 −2.9270509 0.4270509 0.4270510
−0.5t −2.6401284 −2.6401284 0.4734618 0.4734674
0.5t −0.4734618 −0.4734674 2.6401284 2.6401284
1.0t −0.4270509 −0.4270510 2.9270509 2.9270509
2.0t −0.3402657 −0.3402657 3.6735991 3.6735991
Perante os resultados obtidos conclu´ımos, que a presenc¸a de um potencial lo-
cal actuando sobre o sistema gera estados localizados que quebram a simetria
part´ıcula buraco.
2.4.2 Impurezas carregadas
Na secc¸a˜o anterior verifica´mos que impurezas cuja interacc¸a˜o e´ de curto alcance,
e portanto dando origem a potenciais locais, induzem estados localizados no
sistema, cujas energias e func¸o˜es de onda pudemos calcular. Nesta secc¸a˜o, iremos
estudar o efeito de potenciais de longo alcance, como o caso do potencial de
Coulomb, na formac¸a˜o de estados localizados. A carga responsa´vel pelo potencial
de Coulomb estara´ localizada no centro do sistema, conforme apresentado na




Contrariamente ao caso dos estados localizados produzidos por potenciais locais,
na˜o e´ poss´ıvel encontrar a expressa˜o anal´ıtica dos estados localizados produzidos
por uma impureza de carga, devido a` natureza de longo alcance do potencial.
Assim, iremos comparar as soluc¸o˜es nume´ricas dos estados localizados produzidos
por uma impureza de carga com os estados equivalentes produzidos por uma
impureza de curto alcance. Para criarmos um termo de comparac¸a˜o entre os
resultados provenientes dos dois potenciais externos, redefinimos o potencial de
Coulomb tal que o potencial externo sobre os a´tomos mais pro´ximos da impureza
consequeˆncia das condic¸o˜es de fronteira fixas.
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Figura 2.13: Cadeia linear infinita, ver figura 2.2, sob o efeito de uma carga pontual
geradora do potencial de Coulomb externo. A ce´lula unita´ria da rede e´ igual a` ce´lula
unita´ria da cadeia AB infinita, figura 2.2. Para determinar a intensidade do potencial
de Coulomb sobre os a´tomos da cadeia e´ necessa´rio introduzir um novo paraˆmetro,
nomeadamente, a distaˆncia entre os dois a´tomos pertencestes a` mesma ce´lula unita´ria
sendo esta distaˆncia e´ representada por b. A carga pontual externa e´ representada pelo
disco amarelo e encontra-se localizada na mediatriz do eixo da cadeia (α) e distanciada
da cadeia d.
carregada obedec¸a a` condic¸a˜o









onde r1 e´ distaˆncia entre a impureza e o a´tomo mais pro´ximo, b e´ a distancia
entre os a´tomos pertencentes a` ce´lula unita´ria e d e´ a distaˆncia da carga ao eixo
da cadeia AB. Deste modo relacionamos a intensidade do potencial na primeira
ce´lula unita´ria com a carga da part´ıcula geradora do potencial externo e com a
distaˆncia da mesma ao eixo da cadeia linear.
Da diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano do sistema verificamos que a pre-
senc¸a de um potencial de Coulomb induz a presenc¸a de dois estados localizados,
tal como no caso do potencial local, um de energia positiva e outro de energia
negativa. No caso de um potencial externo positivo, o estado com energia po-
sitiva possui energia superior ao ma´ximo da energia da banda de conduc¸a˜o; por
sua vez, o estado com energia negativa encontra-se no hiato de energia entre as
bandas. No caso de um potencial externo negativo, o estado com energia positiva
encontra-se compreendido no hiato de energia e o estado com energia negativa
possui energia inferior ao m´ınimo da banda de valeˆncia. Verifica-se tambe´m que
a forma dos estados localizados e´ semelhante a` dos estados produzidos por uma
impureza de curto alcance. Na figura 2.14 apresentamos as func¸o˜es onda dos es-
tados pro´prios do sistema determinadas por DNC e as func¸o˜es de onda calculadas
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Figura 2.14: Comparac¸a˜o da soluc¸a˜o nume´rica das func¸o˜es de onda dos estados locali-
zados do hamiltoniano do sistema sob o efeito do potencial de Coulomb, caracterizados
pela equac¸a˜o (2.85), com as soluc¸o˜es anal´ıticas de uma cadeia AB sob o efeito de
um potencial local ε0. Apresentamos os resultados para cadeias com CFP, Nc = 75,
t = 1, t′ = 32 t, ε0 = t, a0, d = 0.45a e b = a/2.
pela soluc¸a˜o anal´ıtica na presenc¸a de um potencial externo de curto alcance, tal
que a intensidade deste potencial esta´ relacionado com o potencial de Coulomb
pela relac¸a˜o (2.85). Do estudo nume´rico da localizac¸a˜o dos estados pro´prios por
uma impureza carrega, verifica-se que, o modelo do potencial de curto alcance,
descrito na subsecc¸a˜o 2.4.1, apenas permite uma aproximac¸a˜o considera´vel para
o sistema, se e so´ se
V (r2)
V (r1)  1. (2.86)
Atendendo a` natureza de potencial produzido por uma part´ıcula carrega (poten-
cial de longo alcance inversamente proporcional a` distaˆncia) a aproximac¸a˜o ao
modelo do potencial local, encontra-se sujeita a` localizac¸a˜o da part´ıcula carre-
gada. Isto porque, a condic¸a˜o anterior apenas verifica-se se d/a0  1 e b/a0 < 12 .
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2.4.3 Distribuic¸a˜o aleato´ria de potenciais de curto alcance
Na subsecc¸a˜o 2.4.1 estuda´mos o efeito de um potencial externo local sobre o
sistema, calculando a energia e respectiva func¸a˜o de onda para os localizados.
Uma vez determinadas as propriedades ba´sicas de um sistema sob o efeito de uma
u´nica impureza, estamos agora interessados em estudar o efeito de um conjunto
de potenciais de curto alcance dispersos aleatoriamente pelo sistema. Para tal,




ε0 (|n, a〉〈n, a|+ |n, b〉〈n, b|) , (2.87)
onde {n1, n2, . . . , nimp} e´ um conjunto com Nimp elementos. Os elementos deste
conjunto sa˜o ı´ndices de ce´lula unita´ria aleato´rios, compreendidos no intervalo
[1, Nc], que representam os ı´ndices de ce´lula unita´ria afectadas pelo potencial
de curto alcance. Verificou-se que, para baixas concentrac¸o˜es de impurezas, e
em cadeias suficientemente longas, os estados localizados produzidos sa˜o bem
descritos pelos estados de uma u´nica impureza. Isto decorre do facto das im-
purezas estarem muito dilu´ıdas e, portanto, quase na˜o interagirem entre si. Na
tabela 2.7 comparamos a energia de alguns estados localizados com a energia
prevista pelo hamiltoniano do problema de um potencial de curto alcance. Note-
se que, mesmo para baixas concentrac¸o˜es de impurezas pode existir sobreposic¸a˜o
de estados localizados como consequeˆncia da pequena separac¸a˜o entre as impu-
rezas, e como tal os resultados derivados na subsecc¸a˜o 2.4.1 na˜o sa˜o aplica´veis.
Verifica-se, tambe´m, que as func¸o˜es de onda dos estados apresentados na tabela
2.7 sa˜o muito bem descritas recorrendo a`s soluc¸o˜es anal´ıticas para as func¸o˜es
de onda localizadas devidas a um potencial de curto alcance, originado por uma
impureza na˜o carregada, equac¸o˜es (2.73) e (2.80).
2.4.4 Arranjo perio´dico de impurezas de curto alcance
Nas subsecc¸o˜es anteriores verifica´mos que a introduc¸a˜o de impurezas no sistema
induz a presenc¸a de estados localizados com energia na˜o pertencente a` dispersa˜o
dos restantes estados propagantes. Agora queremos investigar o efeito de um
arranjo perio´dico de impurezas —uma super-rede —nos estados de energia e na
correspondente densidade de estados de um sistema que, ja´ por si, e´ constitu´ıdo
por uma rede perio´dica de a´tomos. Recordando o problema do efeito de um
potencial perio´dico sobre um ga´s de electro˜es livres verifica-se que o potencial
externo induz hiatos de energia na dispersa˜o de energia e na DOS [Ashcroft and
Mermin, 1976]. A sobreposic¸a˜o de uma super-rede com paraˆmetro de rede su-




ex, menores que os vectores da rede rec´ıproca da cadeia
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Tabela 2.7: Comparac¸a˜o da energia dos estados localizados por potenciais locais ε0
distribu´ıdos aleatoriamente pela cadeia AB com a soluc¸a˜o anal´ıtica da energia de um
potencial local ε0 (2.75). Comparamos 4 resultados provenientes da diagonalizac¸a˜o
nume´rica do sistema com as soluc¸o˜es anal´ıticas dos estados localizados por um poten-
cial local para uma cadeia com Nc = 1200, Nimp = 20, t = 3.0, t
′ = 6.6, ε0 = 53 t e
CFP.







589 −2.87903254 −3.473389010× 10−6
590 −2.87903252 −2.778711230× 10−6




1189 12.0040325 −8.330533876× 10−7
1190 12.0040325 −8.330533876× 10−7




ex. A presenc¸a destes novos vectores Gext, induz a abertura de hia-
tos transformando a dispersa˜o de energia da cadeira AB, numa nova dispersa˜o de
energia composta por um conjunto de mini-bandas. Para proceder a este estudo
sobrepomos sobre uma cadeia AB um potencial externo perio´dico, constitu´ıdo
pela repetic¸a˜o per´ıodica de impurezas de curto alcance com paraˆmetro de rede
aext, ver figura 2.15. Consequentemente os vectores da rede rec´ıproca associados




. Por analogia com o efeito de um potencial perio´dico externo
sobre uma ga´s de electro˜es livres[Ashcroft and Mermin, 1976] que, induz hiatos
na dispersa˜o de energia para vectores de onda pertencentes aos planos de Bragg,
a presenc¸a de um potencial perio´dico sobre a cadeia AB tambe´m induz hiatos na
dispersa˜o de energia da cadeia AB nos planos de Bragg definidos pelos vectores









e em todos os seus mu´ltiplos inteiros, tais que ka0 < pi. Uma vez que os estudos
nume´ricos exigem dimensa˜o finita do sistema, optamos por utilizar cadeias de
grande dimensa˜o Nc > 10
4, minimizando deste modo os efeitos da dimensa˜o
finita do sistema e CFP para evitar a presenc¸a de estados localizados. Por sua
vez, a periodicidade do potencial externo pode ser assegurada, impondo por
exemplo, a seguinte relac¸a˜o entre o nu´mero de ce´lulas unita´rias da cadeia e o
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Figura 2.15: Rede linear AB infinita, cuja distaˆncia entre a´tomos no interior da ce´lula
unita´ria e´ b, sob o efeito de um potencial perio´dico paralelo a` cadeia AB. Os discos
amarelos indicam a localizac¸a˜o dos potenciais de Coulomb blindados, isto e´, potenciais
curto alcance que apenas actuam sobre os a´tomos da ce´lula unita´ria mais pro´xima.
Este arranjo perio´dico externo possui paraˆmetro de rede aext e encontra-se a uma




= j, j = 1, 2, · · · (2.89)
onde Next e´ o nu´mero de impurezas que originam o potencial perio´dico externo.
Uma vez que, o potencial externo tambe´m verifica as CFP, o paraˆmetro de rede
e´ dado por
aext = ja0 (2.90)
O hamiltoniano do sistema e´ constru´ıdo pela adic¸a˜o de um potencial externo V




ε0 (|nk, a〉〈nk, a|+ |nk, b〉〈nk, b|) , (2.91)
onde nk e´ o ı´ndice da ce´lula sobre a qual e´ aplicado o potencial externo ε0, em
que nk = jk+l, por sua vez, l e´ o ı´ndice da primeira ce´lula unita´ria sobre a qual e´
aplicado o potencial. Este potencial adiciona a alguns dos elementos diagonais da
matriz hamiltoniana a energia ε0, pelo que esta mante´m a sua forma tridiagonal.
Uma vez definido o paraˆmetro de rede (2.90) do potencial externo perio´dico,







, ` = 1, 2, · · · j. (2.92)
Nas figuras 2.16 e 2.17 apresentamos a dispersa˜o de energia e DOS para qua-
tro cadeias AB iguais sob o efeito de potenciais perio´dicos com raza˜o entre
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Figura 2.16: Dispersa˜o de energia para cadeias AB sob o efeito de um potencial
externo perio´dico aext > a0. Apresentamos quatro disperso˜es de energia de cadeias
AB com t = 1, t′ = 32 t e Nc = 1200, ε0 = t, paraˆmetro de rede a0 = 1, linha
negra aext = 2a0, linha vermelha aext = 3a0, linha verde aext = 4a0 e linha azul
aext = 5a0. Verifica-se que a presenc¸a do potencial perio´dico externo com paraˆmetro
de rede aext = ja0, onde j e´ um inteiro, introduz j hiatos de energia em cada banda
de dispersa˜o.
paraˆmetros de rede j = 2, 3, 4, 5. Nesta verificamos a abertura de hiatos de
energia nos pontos definidos pela equac¸a˜o (2.92). Verifica-se que, para j & 5 al-
guns dos hiatos sa˜o muito reduzidos e na˜o e´ poss´ıvel verificar a presenc¸a destes na
dispersa˜o de energia, contudo, observando a DOS, para as energia cujo nu´mero
de onda e´ definido pela equac¸a˜o (2.92), verifica-se que, a DOS decresce signi-
ficativamente. Da ana´lise das func¸o˜es de onda resultantes da diagonalizac¸a˜o
do hamiltoniano do sistema na˜o verificamos a presenc¸a de estados localizados
no sistema, portanto conclu´ımos que um arranjo perio´dico de impurezas, sejam
elas de curto ou de longo alcance, na˜o produz estados localizados electro´nicos
localizados, em claro contraste com o caso de uma distribuic¸a˜o aleato´ria de
impurezas.
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Figura 2.17: DOS para cadeias AB sob o efeito de um potencial externo perio´dico
aext > a0. Apresentamos a DOS para quatro disperso˜es de energia de cadeias AB
com t = 1, t′ = 32 t e Nc = 1200, ε0 = t, paraˆmetro de rede a0 = 1, linha negra
aext = 2a0, linha vermelha aext = 3a0, linha verde aext = 4a0 e linha azul aext = 5a0.
Comparando a DOS com a dispersa˜o de energia (2.16) confirma-se a presenc¸a de j




No decorrer do u´ltimo ano foram descobertos variados me´todos de produc¸a˜o de
nanofitas de grafeno de larguras L . 50 nm. Estas nanofitas podem ser ob-
tidas atrave´s de um conjunto de te´cnicas: corte de nanotubos de carbono ao
longo da direcc¸a˜o longitudinal por sonificac¸a˜o em solvente orgaˆnico [Jiao et al.,
2010]; esfoliac¸a˜o de nanofitas por forc¸a electrosta´tica, a partir de deslocac¸o˜es
introduzidas em grafite, por coliso˜es de aglomerados de a´tomos meta´licos com
amostras de grafite [Sidorov et al., 2010]; aquecimento por efeito de Joule e
irradiac¸a˜o com feixe de electro˜es [Jia et al., 2009]; e por litografia, utilizando
um feixe de io˜es de he´lio produzidos por um novo tipo de microsco´pio [Bell
et al., 2009]. As te´cnicas referidas permitem obter nanofitas com largura ∼ 10
nm, as quais abrem uma possibilidade para produc¸a˜o de trans´ıstores de efeito de
campo, na medida em que, nanofitas com dimensa˜o muito reduzida . 10 nm
possuem um hiato de energia entre bandas suficiente para permitir o funciona-
mento deste tipo de dispositivos. Recorrendo a` te´cnica litogra´fica com io˜es de
he´lio [Bell et al., 2009], e´ poss´ıvel a remoc¸a˜o selectiva de a´tomos de carbono e
criar padro˜es complexos. Na figura 3.1 observamos um desses padra˜o: logo´tipo
da Universidade de Harvard. Este foi gerado gerado por um microsco´pio de io˜es
de he´lio incidindo numa amostra de grafeno. Nano-fitas produzidas por [Jiao
et al., 2010], com largura compreendida no intervalo [10, 20] nm, apresentam
baixa desordem, condutaˆncia elevada ∼ 5e2/h e mobilidades igualmente eleva-
das dos portadores de carga 1500 cm2V−1s−1. O estudo de nanofitas de grafeno
produzidas por litografia [Han et al., 2010] indica que, na presenc¸a de desordem,
a resistividade e´ func¸a˜o da largura e do comprimento da nanofita, possuindo esta
estados electro´nicos localizados. Por sua vez, o hiato de energia entre bandas e´
inversamente proporcional a` largura da nanofita.
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Figura 3.1: Padra˜o de alta resoluc¸a˜o em
grafeno. Padra˜o de litogra´fico de elevada
resoluc¸a˜o, ∼ 15 nm, em multi-camada
de grafeno produzido por um microsco´pio
de io˜es de He´lio. Depois de [Bell et al.,
2009].
O desenvolvimento de te´cnicas de produc¸a˜o de nanofitas abre portas para a mi-
niaturizac¸a˜o de dispositivos electro´nicos com base em grafeno, permitindo deste
modo aproveitar as propriedades do sistemas a` base grafeno e os consequentes
vantagens da dimensa˜o finita destes sistemas.
3.2 A rede favo de mel
A rede hexagonal, tambe´m chamada de favo de mel, e´ formada pela repetic¸a˜o
perio´dica de hexa´gonos ideˆnticos que partilham um lado entre si. No que diz
respeito a` f´ısica do grafeno, em cada nodo da rede existe um a´tomo de carbono.
A figura 3.2, ilustra a rede de favo de mel. Do ponto de vista da estrutura
cristalogra´fica, a rede hexagonal na˜o e´ uma rede de Bravais. Contudo, podemos
pensar nela como duas redes triangulares que se interpenetram. Isto e´ aparente
da figura 3.2, pois a´ı podemos ver que os nodos de cor azul e os de cor amarela,
pertencem, cada um deles por si, a nodos de uma rede triangular. Porque a rede
hexagonal na˜o e´ de Bravais, dois a´tomos de carbono consecutivos na˜o sa˜o a´tomos
cristalograficamente equivalentes. Assim, para que, por meio de translac¸o˜es dis-
cretas, possamos construir toda a rede a partir de uma u´nica ce´lula, necessitamos
de definir a ce´lula primitiva de modo a que esta contenha dois pontos na˜o equi-
valentes. Na figura 3.2, a ce´lula primitiva esta´ marcada como um hexa´gono azul,
sendo a sua a´rea dada por
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Figura 3.2: Rede favo de mel. Representac¸a˜o da rede cristalina de uma nanofita de
grafeno com CFZz. A ce´lula unita´ria conte´m dois a´tomos, A e B, cuja distaˆncia entre
ve´rtices consecutivos e´ a0. A ce´lula de Wigner-Seitz e´ representada pelo hexa´gono azul
centrado na origem dos vectores primitivos a1 e a2. A localizac¸a˜o espacial da ce´lula
primitiva e´ definida atrave´s dos ı´ndices de posic¸a˜o n e m. O ı´ndice m esta´ associado
a` translac¸a˜o da ce´lula unita´ria ao longo da direcc¸a˜o definida por m = a1 e por sua
vez o ı´ndice n esta´ associado a` translac¸a˜o ao longo da direcc¸a˜o definida por n = a2.
e onde a1 e a2 sa˜o os vectores primitivos, igualmente representados na figura 3.2.
Assim, toda a rede hexagonal e´ gerada por meio de translac¸o˜es da ce´lula primitiva
cuja posic¸a˜o relativamente a` origem e´ dada por R = ma1 + na2. Finalmente, e´
aparente da figura 3.2, que a rede hexagonal pode ter dois tipos de terminac¸o˜es
regulares: em ziguezague (por exemplo, no topo da figura 3.2) e em cadeira de
brac¸os (por exemplo, lado vertical esquerdo). Iremos designar por A e B os dois
a´tomos de carbono que, no grafeno, ocupam as duas posic¸o˜es na˜o equivalente






















Em consequeˆncia da simetria da rede favo de mel e da escolha de orientac¸a˜o
para as extremidades em ziguezague, e´ muito conveniente terem-se escolhido os
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vectores primitivos como se indica na figura 3.2. Sera´ tambe´m u´til introduzir
vectores de norma unita´ria associados aos dois vectores primitivos, tais que
mˆ =
a1













Em termos dos dois versores anteriores, ce´lula unita´ria pode ser determinada
usando os seguintes dois vectores: m = m× mˆ e n = n× nˆ onde m e n sa˜o os
ı´ndices de uma dada ce´lula primitiva. A convenieˆncia dos vectores m e n decorre
de na˜o fazerem qualquer refereˆncia a`s dimenso˜es f´ısica da rede do grafeno, sendo
portanto u´teis para ca´lculos teo´ricos.
3.2.1 Rede rec´ıproca e zona de Brillouin
A rede rec´ıproca da rede hexagonal, e´ definida por recurso aos vectores primitivos
da rede rec´ıproca, b1 e b2, sendo estes determinados atrave´s da seguinte relac¸a˜o
de ortogonalidade:
ai · bj = 2piδi,j, (3.4)













Utilizando os vectores b1 e b2, podemos definir a rede rec´ıproca como o conjunto
de pontos dados por
G = mb1 + nb2, (3.6)
onde m e n sa˜o nu´meros inteiros. A ce´lula primitiva da rede rec´ıproca denomina-











Na figura 3.3, esta˜o representados, entre va´rias outras quantidades, os vectores
primitivos b1 e b2, bem com a primeira zona de Brillouin.
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Figura 3.3: Rede rec´ıproca da rede de
favo de mel. Representac¸a˜o da rede
rec´ıproca da rede hexagonal, com os vec-
tores primitivos a1 e a2 orientados como
na figura 3.2. Esta rede e´ constru´ıda com
base nos vectores da rede rec´ıproca (3.5)
b1 e b2, a BZ e´ hexagonal representado
pela cor laranja. Apresentamos os pontos
de alta simetria da primeira zona de Bril-
louin: Γ, M, K. As linhas tracejadas re-
presentam algumas combinac¸o˜es dos vec-
tores b1 e b2, realc¸ando alguns dos pon-
tos de alta simetria equivalentes. Todos
os pontos equivalentes esta˜o representa-
dos com cores ideˆnticas.
3.2.2 Pontos de simetria Γ, M e K
Na rede de favo de mel podemos encontrar treˆs conjuntos de pontos simetria,
sendo estes representados pelas letras Γ, M e K. O ponto Γ e´ definido pelo
centro geome´trico da BZ, existindo somente um ponto Γ por ce´lula primitiva.
Este e´ representado, no plano da rede rec´ıproca, por
Γ = (0, 0) . (3.8)
O segundo conjunto, M , e´ representado geometricamente pelo o ponto me´dio










, M′ = 2pi
3a0





















, M′2 = −
2pi
3a0













Note-se que nem todos estes pontos sa˜o independentes, isto porque os pontos
presentes nos seguintes pares: M,M2; M′,M′2; M′′,M′′2 , encontram-se li-
gados por um dado vector G da rede rec´ıproca. Como resultado apenas treˆs
dos seis pontos do conjunto pertencem a` BZ. O terceiro conjunto de ponto de
alta simetria, K, e´ representado geometricamente pelos ve´rtices da BZ, sendo
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O conjunto de acima inclui pontos conectados por uma combinac¸a˜o dos vectores
primitivos da rede rec´ıproca. Os pontos pertencentes aos seguintes conjuntos
K,K2,K3 e K′,K′2,K′3 encontram-se ligados por um vector G da rede rec´ıproca
e, consequentemente, apenas dois pontos distintos pertencentes ao conjunto K
sa˜o independentes, por exemplo K e K′.
Os estados electro´nicos descritos por ondas propagantes sa˜o caracterizados pelo
momento k = (kx, ky), o qual pertence a` primeira zona de Brillouin. O vector
de onda da nanofita pode ser definido como a soma de dois vectores de onda na˜o
ortogonais, q e k, orientados respectivamente ao longo das direcc¸o˜es m e n. Esta
escolha de direcc¸o˜es e´ particularmente u´til, na medida em que, coincidem com
as dos vectores m e n, permitindo no caso das nanofitas uma descric¸a˜o simples
das fronteiras do sistema. Assim, definimos as quantidades adimensionais, q e k,
que presentam a o produto interno do vector de onda com o vector de posic¸a˜o
m e n
q = k ·m =
√








onde kx,y sa˜o as componentes cartesianas do vector de onda.
3.2.3 O hamiltoniano do sistema
A distribuic¸a˜o electro´nica de um a´tomo de carbono e´ 1s2 2s2 2p2. No caso do
grafeno, a orbital 2s e as orbitais 2ps e 2py formam orbitais h´ıbridas sp
2, as quais
da˜o origem a`s ligac¸o˜es σ. A treˆs orbitais sp2 formam entre si um aˆngulo de 120°.
Assim, cada carbono teˆm coordenac¸a˜o treˆs, e isso origina o arranjo hexagonal
dos a´tomos formando uma rede de favo de mel.
A orbital 2pz e´ perpendicular ao plano formado pelas orbitais sp
2, e conte´m
apenas um electra˜o. As propriedades electro´nicas do grafeno sa˜o determinadas
pela hibridizac¸a˜o das orbitais pz pertencentes a a´tomos de carbono adjacentes,
o que origina as orbitais pi.
O movimento dos electro˜es nas orbitais pi e´ descrito pelo modelo do electra˜o
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(|A, n,m〉 〈B, n,m|+ |A, n,m〉 〈B, n− 1,m| +
+ |A, n,m〉 〈B, n,m− 1|+ h.c.) , (3.12)
onde n e m sa˜o os ı´ndices de ce´lula unita´ria, e A e B distingue os dois a´tomos
de carbono contidos na ce´lula unita´ria. Uma vez definido o hamiltoniano do
problema, e´ poss´ıvel calcular o espectro de energia e os correspondentes estados
pro´prios diagonalizado o hamiltoniano (3.12). Nas secc¸o˜es seguintes determi-
naremos analiticamente dispersa˜o e as func¸o˜es de onda quer para o sistema
macic¸o, quer para nanofitas com CFZz e condic¸o˜es de fronteira tipo cadeira de
brac¸os (CFCB). Por fim, procederemos a` comparac¸a˜o dos resultados anal´ıticos
com os resultados nume´ricos, provenientes da diagonalizac¸a˜o do hamiltoniano.
3.3 O sistema macic¸o
No limite termodinaˆmico, isto e´, considerando o limite de uma nanofita com
largura e comprimento infinitos, podemos utilizar, tal como no estudo da liga
bina´ria unidimensional discutida no cap´ıtulo 2, a simetria de translac¸a˜o, que
permite diagonalizar o problema recorrendo a ondas planas. Comecemos por
escrever a func¸a˜o de onda como uma combinac¸a˜o linear de estados de Wannier








′ |A, n′,m′〉+Beiqm′eikn′ |B, n′,m′〉
)
. (3.13)







) |A, n,m〉+ Aeikneikm×
× (|B, n,m〉+ |B, n− 1,m〉+ |B, n,m− 1〉)] = E |ψk,q〉 . (3.14)
Projectando a equac¸a˜o de Schro¨dinger na base de estados de Wannier, obtemos:




1 + e−ik + e−iq
)
,(3.15a)




1 + eik + eiq
)
. (3.15b)
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Reescrevendo as duas equac¸o˜es anteriores na forma matricial, tem-se( −E
t
1 + e−ik + e−iq







O sistema linear (3.16) e´ indeterminado, tendo soluc¸o˜es na˜o triviais (isto e´,
A,B 6= 0) apenas quando o determinante da matriz e´ nulo. Impondo a condic¸a˜o






1 + e−ik + e−iq
) (
1 + eik + eiq
)
= 3 + 2 cos k + 2 cos(k − q) + 2 cos q. (3.17)
Recorrendo a`s definic¸o˜es dos vectores de onda q e k, introduzidas nas equac¸o˜es
(3.11), obtemos a dispersa˜o de energia para o sistema macic¸o[Wallace, 1947],
com o momento dado em coordenadas cartesianas, na forma
E = ±t
√
3 + 2 cos
√








Desenhado a dispersa˜o de energia do sistema macic¸o, tal como se mostra na
figura 3.4a, verifica-se a presenc¸a de extremos locais na dispersa˜o de energia
no pontos de alta simetria, nomeadamente nos pontos Γ, M e K. Na figura
3.5 representamos a dispersa˜o de energia ao longo do percurso Γ → M →
K → Γ. Nesta figura-se veˆ-se mais claramente o comportamento do espectro
nas vizinhanc¸as do ponto K, nomeadamente o comportamento linear da energia
com o modulo do vector de onda |k|. Desenhando em pormenor a dispersa˜o
de energia (3.18) nas proximidades de K, figura 3.4b, verifica-se que esta define
uma superf´ıcie co´nica com ve´rtice no ponto K.
3.3.1 Estudo do espectro electro´nico nas vizinhanc¸as do
ponto de Dirac
Para estudarmos o comportamento da relac¸a˜o de dispersa˜o em torno do ponto
K, optamos por recuperar a forma matricial da equac¸a˜o de Schro¨dinger (3.16) e







onde os elementos na˜o diagonais da matriz teˆm a forma


























(a) Dispersa˜o de energia na BZ e na sua vizinhanc¸a.
Verifica-se a presenc¸a de extremos locais nos pontos
de alta simetria (3.8, 3.9 e 3.10), quer para a banda















(b) Dispersa˜o de energia em
torno do ponto Dirac (K),
verifica-se que para Ekt 
1 a dispersa˜o de energia em
torno dos pontos de Dirac
(K, K′) e´ co´nica com ve´rtice
em energia nula.
Figura 3.4: Dispersa˜o de energia para o sistema macic¸o de grafeno (3.18) admitindo
apenas interacc¸a˜o entre primeiros vizinhos com t = −2.7eV.
Uma vez que a dispersa˜o de energia em torno quer do ponto K, quer do ponto K′
pode ser aproximada por uma superf´ıcie co´nica, optamos por centrar o referencial
cartesiano em K′, pelo que o vector de onda e´ transformado como k = K′+q1.
Expandindo φ (K′ + q) em se´rie de Taylor (sob a condic¸a˜o q 1) e conservando
os termos ate´ a` primeira ordem em q, obtemos





















1Note-se que, o vector q e´ distinto da quantidade q, na medida em que, q representa a
componente do vector de onda ao longo da direcc¸a˜o nˆ, ver equac¸a˜o (3.11).
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Figura 3.5: Dispersa˜o ao longo do per-
curso definido pelos pontos de sime-
tria, Γ → M → K → Γ. A li-
nha so´lida azul representa dispersa˜o da
banda de conduc¸a˜o, por sua vez a banda
de valeˆncia e´ representa pela violeta.









Figura 3.6: Gra´fico de contorno da dis-
persa˜o de energia (normalizada a t) em
torno do ponto de Dirac K. A energia
nos contornos encontra-se em unidades
do paraˆmetros de salto. Verifica-se para
energias . 0.3t a dispersa˜o de energia


































Introduzindo a equac¸a˜o (3.21) na equac¸a˜o (3.19), determinamos a dispersa˜o de
energia em torno de K′, na forma
E = ±vF~ |q| , (3.22)
onde vF = 3ta0/(2~) e´ a velocidade de Fermi[Neto et al., 2009]. Esta forma
da dispersa˜o e´ designada por cone de Dirac, por razo˜es que se tornara˜o claras
adiante. A forma da dispersa˜o e´ a mesma quer em torno de K quer em torno
de K′. Verifica-se que a aproximac¸a˜o do cone de Dirac (como e´ conhecido
tratamento que detalha´mos acima) e´ va´lida para valores de energia satisfazendo a
condic¸a˜o E . 0.3t . 1eV. Nesta regia˜o a DOS e´ facilmente calcula´vel, possuindo







onde gs e gK sa˜o, respectivamente, as degeneresceˆncias de spin e de vale, esta
u´ltima devida a` existeˆncia de dois cones de Dirac na˜o equivalentes na primeira
zona de Brillouin. Observando a equac¸a˜o de Schro¨dinger na forma matricial em
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torno de K′ e no limite q 1, verificamos que esta equac¸a˜o pode ser reescrita






















































E´ poss´ıvel escrever o hamiltoniano (3.24) numa forma mais simples, e tambe´m
mais profunda, procedendo a uma transformac¸a˜o unita´ria, isto e´, escrevendo um
novo hamiltoniano obtido atrave´s do primeiro por uma transformac¸a˜o unita´ria
U . Explicitamente temos:
H = UH′U−1, (3.26)
onde o operador U tem a forma U = eiθσz/2, com θ tomando o valor de θ = 2pi/3.
Na forma matricial, U escreve-se como:













Efectuando a transformac¸a˜o unita´ria atra´s definida, obtemos
vF~ (σxqx − σyqy) |Ψ〉 = E |Ψ〉 , (3.28)
onde σx e σy sa˜o as matrizes de Pauli usuais. Os estados pro´prios do problema







Caso se tivesse levado a cabo o mesmo procedimento anterior, mas em torno do
ponto K, a equac¸a˜o aos valores pro´prios que ter´ıamos obtido e´
vF~ (σxqx + σyqy) |Ψ〉 = E |Ψ〉 . (3.30)
Claramente, a equac¸a˜o (3.30) e´ a equac¸a˜o de Dirac, em duas dimenso˜es, no
limite ultra-relativista, ou seja, no qual as part´ıculas possuem massa nula. Em
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s´ıntese, a f´ısica dos electro˜es no grafeno, nas proximidades dos cones de Dirac,
e´ descrita pelos seguintes dois Hamiltoniano efectivos:
HK = vFσ · p. (3.31a)
HK′ = vFσ∗ · p. (3.31b)
A discussa˜o que atra´s apresenta´mos, justifica por que motivo os pontos K e K’
sa˜o designados por pontos de Dirac, Dirac points DPs.
3.4 A nanofita tipo ziguezague
Apo´s termos estudado o espectro e as func¸o˜es de onda do grafeno macic¸o, iremos
agora estudar essas mesmas propriedades para nanofitas, comec¸ando pelo caso
das nanofitas com extremidades em ziguezague. Neste caso o sistema e´ infinito
ao longo da direcc¸a˜o eˆx e finito ao longo da direcc¸a˜o eˆy. Em termos da notac¸a˜o
utilizada utilizada na figura 3.2, o sistema e´ infinito ao longo da direcc¸a˜o mˆ e
finito ao longo da direcc¸a˜o nˆ. Visto que o sistema tem simetria de translac¸a˜o ao
longo da direcc¸a˜o mˆ, a parte da amplitude da func¸a˜o de onda que depende do
ı´ndice m pode ser escrita como uma onda plana eiqm, onde q e´ o vector de onda
associado a` propagac¸a˜o ao longo de m. Assim, a func¸a˜o de onda da nanofita







[A (n′) |A, n′,m′〉+B (n′) |B, n′,m′〉] . (3.32)
No caso das nanofitas de tipo ziguezague (ver figura 3.2) o hamiltoniano do sis-
tema e´ dado pela equac¸a˜o (3.12) conjuntamente com as condic¸o˜es fronteira que
definem esse tipo de terminac¸a˜o. Para as fitas com terminac¸a˜o em ziguezague
as condic¸o˜es fronteira teˆm a forma
B0 = 0, (3.33a)
ANc+1 = 0, (3.33b)
onde o subscrito indica o ı´ndice de ce´lula primitiva na direcc¸a˜o nˆ. Calculando
a projecc¸a˜o da equac¸a˜o de Schro¨dinger usando a base de estados de Wannier,








+B (n− 1) , (3.34a)








+ A (n+ 1) . (3.34b)
A soluc¸a˜o das equac¸o˜es (3.34a) e (3.34b), obedecendo a`s condic¸o˜es fronteira
(3.33), permite determinar as func¸o˜es de onda e o espectro da nanofita.
Comparando as equac¸o˜es (3.34a) e (3.34b) com as equac¸o˜es (2.20a) e (2.20b),
veˆ-se que os dois problemas sa˜o equivalentes, se substituirmos as amplitudes de
salto t e t′ da cadeia AB de acordo com as seguintes transformac¸o˜es2:
t→ t (1 + e−iq) , t′ → t. (3.35)
A soluc¸a˜o do problema ao longo da direcc¸a˜o longitudinal foi obtida por ondas
planas. Ao longo da direcc¸a˜o transversal ela tera´ que ter a forma de ondas
estaciona´rias. Para esse efeito vai ser necessa´rio combinar duas ondas (do sistema
macic¸o) degeneradas em energia que sejam linearmente independentes. Como
vimos atra´s para o sistema macic¸o, a energia depende de k e de q. Esse facto
introduz uma subtileza relativamente ao caso da cadeia AB. Neste u´ltimo caso,
as duas ondas degeneradas eram as de momento k e momento -k. No caso da
nanofita, podemos verificar que as ondas degeneradas possuem momento k e
−(k − q), ou, alternativamente, momento k + q/2 e momento −k + q/2. Esta
u´ltima escolha tem a vantagem de sublinhar a ideia intuitiva de que deveremos
sobrepor duas ondas (degeneradas) de momentos transversos opostos, isto e´, k
e −k. E´ fa´cil verificar, por substituic¸a˜o, que sendo energia de um estado de









= 3 + 2 cos k + 2 cos (k − q) + 2 cos q. (3.36)
enta˜o a energia do estado −(k−q) reproduz a equac¸a˜o anterior. Tal como vimos







eikn (Ak |A, n,m〉+Bk |B, n,m〉) (3.37)












|φ (k, q)| eiθ(k,q)
|φ (k, q)| = e
iθ(k,q)/2 = Ck,q, (3.38)
onde φ (k, q) = 1 + e−ik + e−iq. No caso da func¸a˜o de onda com vector de onda







A−(k−q) |A, n,m〉 +
+ B−(k−q) |B, n,m〉
)
. (3.39)
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φ [− (k − q) , q] = e
iθ[−(k−q),q]/2 = Ck−q, (3.40)
onde φ [−(k − q), q] = 1 + ei(k−q) + e−iq. De modo a satisfazermos as condic¸o˜es
fronteira impostas pelas extremidade da nanofita, iremos procurar a soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de Schro¨dinger deste problema combinando linearmente as duas ondas







[(RkAkeikn +R−(k−q)A−(k−q)e−i(k−q)n) |A, n,m〉 +
+
(RkBkeikn +R−(k−q)B−(k−q)e−i(k−q)n) |B, n,m〉] . (3.41)
Facilmente se verifica que as CFZz (3.33) sa˜o iguais a`s CFF (2.37) e aplicando



















eiqn − e−i(k−q)ne(Nc+1)i(2k−q)) |A, n,m〉 +
+ Ck,q
(
eiqn − e−i(k−q)n) |B, n,m〉] , (3.43)
onde Nk,q = RkAk e´ a constante de normalizac¸a˜o da func¸a˜o de onda. Introdu-
zindo a transformada de Fourier dos estados de posic¸a˜o relativa a` coordenada
longitudinal m




eiqm |A, n,m〉 , (3.44a)




eiqm |B, n,m〉 , (3.44b)
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onde e´ Mc e´ o nu´mero de ce´lulas ao longo da direcc¸a˜o mˆ, obtemos (absorvendo
1/
√






eiqn − e−i(k−q)ne(Nc+1)i(2k−q)) |A, n, q〉 +
+ Ck,q
(
eiqn − e−i(k−q)n) |B, n, q〉] , (3.45)
onde a constante de normalizac¸a˜o e´ dada por
|Nk,q|2 = 1
4Nc − 4 sinNcksin k cos [(Nc + 1) k]
. (3.46)
Reescrevendo a equac¸a˜o (3.42b) na forma trigonome´trica, determinamos a quan-




















Nota-se a semelhanc¸a entre as equac¸o˜es (3.47) e (2.40). Se colocarmos q = 0, o
que corresponde a` inexisteˆncia de onda longitudinal, as equac¸o˜es (2.40) e (3.47
sa˜o ideˆnticas apo´s uma redefinic¸a˜o de t e t′ na equac¸a˜o (2.40).
Na figura 3.7 apresentamos a dispersa˜o de energia para nanofitas de tipo zi-
guezague, obtida atrave´s da diagonalizac¸a˜o nume´rica do hamiltoniano do sistema
(3.12). Verifica-se que, as nanofitas de tipo ziguezague manteˆm o comporta-
mento meta´lico inclusive no limite de nanofitas extremamente delgadas Nc ∼ 4,
isto e´, esta nanofita na˜o possui hiato de energia entre as bandas de valeˆncia e
de conduc¸a˜o.
3.5 A nanofita tipo cadeira de brac¸os
Daqui em diante iremos estudar as nanofitas com extremidades em cadeira de
brac¸os, como se ilustra na figura 3.8. Aqui, iremos introduzir uma nova de-
finic¸a˜o dos vectores primitivos, relativamente a`s nanofitas em ziguezague. Esta
modificac¸a˜o e´ uma consequeˆncia do novo tipo de extremidade e permite uma
soluc¸a˜o mais simples do ca´lculo do espectro e das func¸o˜es de onda. Os vectores




















Decorre da figura 3.8, que a largura de uma nanofita com extremidades em
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Figura 3.7: Dispersa˜o de energia em nanofitas com CFZz, para t = 1 e Nc =
{4, 5, 6, 8}. Os resultados apresentados foram obtidos pela DNC do hamiltoniano
do sistema (3.12). Note-se que, apesar de o vector de onda longitudinal q ser
uma quantidade cont´ınua, os resultados apresentados utilizam uma representac¸a˜o
discreta desta quantidade, concretamente, esta quantidade e´ representada por
um conjunto com 1000 elementos.
onde Nc e´ o nu´mero de ce´lulas unita´rias ao longo da direcc¸a˜o n. Uma vez que
apenas altera´mos a orientac¸a˜o dos vectores primitivos a a´rea da ce´lula de Wigner-
Seitz e´ ideˆntica a` da equac¸a˜o (3.1). Uma vez que os vectores primitivos da rede
rec´ıproca sa˜o definidos pela relac¸a˜o de ortogonalidade (3.4), estes tambe´m teˆm
que ser recalculados, de acordo com a nova escolha de vectores primitivos, os


















Quando comparamos os vectores primitivos da rede rec´ıproca (3.5) com os no-
vos vectores primitivos da rede rec´ıproca (3.50), verificamos que estes apenas
sofreram uma rotac¸a˜o θ = pi
2
, consequentemente a BZ sofreu uma rotac¸a˜o igual
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Figura 3.8: Rede favo de mel. Representac¸a˜o da rede cristalina de uma nanofita
de grafeno com CFCB, utilizamos uma ce´lula unita´ria com dois a´tomos, A e B, com
paraˆmetro de rede a0. A ce´lula de Wigner-Seitz e´ representada pelo hexa´gono azul
centrado na origem dos vectores primitivos a1 e a2. A localizac¸a˜o espacial da ce´lula
unita´ria e´ definida atrave´s dos ı´ndices de posic¸a˜o da ce´lula unita´ria, n e m, o ı´ndice
m esta´ associado a` translac¸a˜o da ce´lula unita´ria ao longo da direcc¸a˜o definida por
m = a1 + a2 e por sua vez o ı´ndice n esta´ associado a` translac¸a˜o ao longo da
direcc¸a˜o definida por n = a2. Visto estudarmos nanofita com semi-infinitas com
fronteiras paralelas de tipo ziguezague, de acordo com a nossa escolha de vectores
primitivos a direcc¸a˜o m e´ infinita, sendo denominada direcc¸a˜o longitudinal da nanofita,
como resultado o ı´ndice m encontra-se compreendido entre ]−∞,∞[. Por sua vez a
translac¸a˜o associada ao ı´ndice n esta´ associada a` direcc¸a˜o transversal, uma vez que
a nanofita possui largura finita o ı´ndice n e´ finito e encontra-se compreendido no
intervalo de inteiros {1, Nc}.
em torno do ponto Γ. Esta rotac¸a˜o altera as posic¸o˜es dos pontos M, K e K′,
ocupando agora as posic¸o˜es:
M = 2pi
3a0

















Verifica-se que, as direcc¸o˜es de repetic¸a˜o da ce´lula unita´ria necessa´rias para
descrever a nanofita, tambe´m sofreram alterac¸a˜o sendo agora definidas como:
mˆ =
a1 + a2












Consequentemente, a projecc¸a˜o do vector de onda k sobre estas direcc¸o˜es tambe´m
e´ alterada, sendo dada por
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Figura 3.9: Rede rec´ıproca da rede de
favo de mel. Representac¸a˜o da rede
rec´ıproca da rede hexagonal, com os vec-
tores primitivos a1 e a2 orientados como
na figura 3.8. Esta rede e´ constru´ıda com
base nos vectores da rede rec´ıproca (3.50)
b1 e b2, a BZ e´ hexagonal representado
pela cor laranja. Apresentamos os pontos
de alta simetria da primeira zona de Bril-
louin: Γ, M, K. As linhas tracejadas re-
presentam algumas combinac¸o˜es dos vec-
tores b1 e b2, realc¸ando alguns dos pon-
tos de alta simetria equivalentes. Todos
os pontos equivalentes esta˜o representa-
dos com cores ideˆnticas.
O hamiltoniano do sistema macic¸o da rede favo de mel, de acordo com o novo




(|A, n,m〉 〈B, n,m|+ |A, n,m〉 〈B, n− 1,m| +
+ |A, n,m〉 〈B, n+ 1,m− 1|+ h.c) . (3.54)
No caso de nanofitas finitas na direcc¸a˜o nˆ, as condic¸o˜es de fronteira sa˜o:
A0 = 0, ANc+1 = 0, (3.55a)
B0 = 0, BNc+1 = 0. (3.55b)
No sistema de coordenadas introduzido acima, a dependeˆncia da energia em
termos de q e k decorre da soluc¸a˜o das seguintes equac¸o˜es (derivadas de modo












1 + eik + e−i(k−q)
)
. (3.56b)
Escrevendo as equac¸o˜es (3.56) como uma matriz( −E/t 1 + e−ik + ei(k−q)
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o espectro decorre de impor que o determinante da matriz (3.57) seja nulo,






1 + e−ik + ei(k−q)
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No caso particular de q = 0, a equac¸a˜o para a dispersa˜o de energia (3.58a), e´
substancialmente simplificada
E (k, 0) = ±t |1 + 2 cos k| . (3.59)
Estudando esta equac¸a˜o em func¸a˜o de k, verificamos que ela na˜o e´ monoto´nica






Para valores de momentos compreendidos no intervalo k ∈ [0, pi], e considerando
fitas largas (Nc  10), pode ver-se da figura 3.10a que existem dois valores de
k para os quais as correspondentes energia sa˜o quasi-degeneradas. E´ este facto
que explica a elevada densidade de n´ıveis de energia vis´ıvel na figura 3.10b para
q = 0 e |E| < 1.
3.5.1 As func¸o˜es de onda
Procedendo de modo ideˆntico ao utilizado na secc¸a˜o (3.4), a soluc¸a˜o da equac¸a˜o
de Schro¨dinger, com o hamiltoniano definido pela equac¸a˜o (3.54), reduz-se a`
soluc¸a˜o do conjunto seguinte de equac¸o˜es:
EA (n)
t
= B (n) +B (n− 1) +B (n+ 1) e−iq, (3.61a)
EB (n)
t
= A (n) + A (n+ 1) + A (n− 1) eiq. (3.61b)
O me´todo de determinac¸a˜o da func¸a˜o de onda para o problema da nanofita com
CFCB e´ ideˆntico ao da nanofita com CFZz. Na direcc¸a˜o longitudinal, m, a func¸a˜o

















(a) Dispersa˜o de energia da banda de
conduc¸a˜o do sistema macic¸o (3.59)
para q = 0 e t = 1. A linha so´lida
representa a dispersa˜o de energia e a
zona sombreada representa a regia˜o
de degeneresceˆncia para um sistema
denso, Nc  1.
(b) Dispersa˜o de energia de uma nano-
fita com CFCB, para t = 1 e Nc =
50. As curvas negras representam as
bandas valeˆncia de energia e a curvas
encarnadas representam as bandas de
conduc¸a˜o determinadas por DNC.
Figura 3.10: Degeneresceˆncia em nanofita com CFCB. Verifica-se que os resultados
anal´ıticos sa˜o concordantes com os resultados nume´ricos, na medida em que, as regio˜es
de degeneresceˆncia para q = 0 sa˜o iguais.
de onda e´ determinada recorrendo a ondas planas, equac¸a˜o (3.37). Por sua vez,
na direcc¸a˜o transversal, a func¸a˜o de onda e´ determinada pela combinac¸a˜o linear
de duas ondas planas degeneradas. Tal como no caso da nanofita com fronteira
ziguezague, podemos determinar ondas degeneradas com momento k e − (k − q)
ou k− q/2 e −k− q/2. Deste modo obtemos duas relac¸o˜es para os coeficientes








|φ (k, q)| eiθ(k,q)






φ [− (k − q) , q] = e
iθ[−(k−q),q]/2. (3.62b)
onde φ (k, q) = 1 + ei(k−q) + e−ik. A soluc¸a˜o da func¸a˜o de onda para a nanofita
e´ determinada introduzindo as condic¸o˜es de fronteira (3.55). Note-se que as
condic¸o˜es (3.55a) apenas aplicam-se a` sub-rede A, por sua vez, as condic¸o˜es
(3.55b) apenas sa˜o aplica´veis a` sub-rede B. Do conjunto de condic¸o˜es de fronteira
(3.55a) obtemos a relac¸a˜o entre os coeficientes da combinac¸a˜o linear das func¸o˜es












, ` = 0, 1, . . . , Nc. (3.64)
Pelo segundo conjunto de condic¸o˜es de fronteira obtemos uma segunda relac¸a˜o




e o mesmo resultado para a quantificac¸a˜o do momento transversal. Embora apa-
rentemente distintas, as equac¸o˜es (3.63) e (3.65) conteˆm exactamente a mesma
informac¸a˜o. Recorrendo a`s relac¸o˜es acima determinadas, podemos escrever as











Introduzindo a transformada de Fourier dos estados |A, n,m〉 e |B, n,m〉, equiva-
lente a` transformada (3.44), manipulando as func¸o˜es trigonome´tricas, utilizando
a quantificac¸a˜o do momento transversal (3.64) e por fim reunindo as constantes
numa nova constante de normalizac¸a˜o N`, obtemos a func¸a˜o de onda (3.66) na








)(|A, n, q〉 − λeiθ(`,q) |B, n, q〉) , (3.67)
onde λ = ± representa o sinal da banda de energia e θ(`, q) e´ a diferenc¸a de
fase entre as sub-redes definida com:
θ(`, q) = arctan
={φ (`, q)}
< {φ (`, q)} . (3.68)
Em consequeˆncia da simples condic¸a˜o de quantificac¸a˜o do momento transversal,
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No in´ıcio desta secc¸a˜o determina´mos a condic¸a˜o para energia nula no sistema
macic¸o de grafeno, a equac¸a˜o (3.60) (recordemos que esta equac¸a˜o foi determi-
nada sob a condic¸a˜o de momento longitudinal nulo, isto e´, q = 0). Aplicando a
condic¸a˜o referida na equac¸a˜o de quantificac¸a˜o do momento transversal, equac¸a˜o




− 1, ` = {1, 2, · · · } . (3.70)
E´ de salientar que Nc e´ um nu´mero natural, que representa o nu´mero de ce´lulas
unita´rias na direcc¸a˜o transversal da nanofita. Note-se que apenas os valores de `
pares validam a equac¸a˜o anterior, pelo que, apenas nanofitas com Nc dado por
Nc = 3m − 1,m = {1, 2, · · · } , (3.71)
possuem hiato de energia nulo. A equac¸a˜o anterior determina a largura (o nu´mero
de ce´lulas unita´rias na direcc¸a˜o transversal) das nanofitas de tipo cadeira de
brac¸os que possuem cara´cter meta´lico.
3.5.2 Resultados nume´ricos para nanofita em cadeira de
brac¸os
Sendo a nanofita infinita na direcc¸a˜o mˆ, podemos escrever o seu hamiltoniano
a` custa de uma varia´vel do espac¸o real, o ı´ndice de posic¸a˜o da ce´lula unita´ria nˆ,




(|A, n, q〉 〈B, n, q|+ |A, n, q〉 〈B, n− 1, q| +
+ |A, n, q〉 〈B, n+ 1, q| e−iq + h.c.) . (3.72)
A forma (3.72) do hamiltoniano da nanofita e´ muito conveniente para os ca´lculos
nume´ricos, pois para cada valor de momento q e´ apenas necessa´rio diagonalizar
uma matriz de dimensa˜o 2Nc. Na figura 3.11 apresentamos a comparac¸a˜o en-
tre os resultados anal´ıticos e nume´ricos, para nanofitas delgadas, observando-se
concordaˆncia completa entre ambos os me´todos, como teria que ser. O mesmo
ocorre para as func¸o˜es de onda, como se veˆ da figura 3.12.
3.5.3 Densidade de estados
Calculemos agora a densidade de estados por ce´lula unita´ria e por spin para uma
nanofita com CFCB. A densidade de estados para este sistema bidimensional e´
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Figura 3.11: Dispersa˜o de energia em nanofitas com CFCB, para t = 1 e
Nc = {4, 5, 6, 8}. As curvas negras cont´ınuas representam as bandas de ener-
gia definidas pela soluc¸a˜o anal´ıtica (3.58a) e os pontos coloridos representam
os valores pro´prios da matriz do hamiltoniano resultante da diagonalizac¸a˜o para
um conjunto de vectores de onda q igualmente espac¸ados. Verificamos que as
nanofitas com 5 e 8 ce´lulas unita´rias apresentam cara´cter meta´lico, tal como







δ (− E`,q) , (3.73)
onde E`,q e´ dispersa˜o de energia da nanofita (3.58b), Nc o nu´mero de ce´lulas
unita´rias na direcc¸a˜o n e Mc o nu´mero de ce´lulas unita´rias na direcc¸a˜o m. Uma
vez que a nanofita e´ infinita na direcc¸a˜o q e o seu espectro possui per´ıodo 2pi,
em q, o somato´rio sobre o vector de onda q pode ser transformado num integral,
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Figura 3.12: Estados pro´prios para uma nanofita delgada de grafeno, Nc = 4,
com CFCB, t = 1. Os pontos a negro representam a func¸a˜o onda resultante da
DNC e por sua vez os pontos a vermelho representam a soluc¸a˜o anal´ıtica.













Uma vez que se verifica E`,q = E`,−q, o dom´ınio de integrac¸a˜o pode ser trans-



















1 + 4c (`) y + 4c2 (`)
)
. (3.76)
Atendendo a` forma particular da dispersa˜o de energia (3.58b) com duas bandas
sime´tricas, o ca´lculo da DOS e´ efectuado independentemente para energia posi-
tiva e negativa, isto porque a func¸a˜o delta de Dirac seleccionara´ os estados em
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func¸a˜o do sinal da dispersa˜o utilizada. Optamos por apresentar o ca´lculo da DOS
para energia positiva, e no caso de energia negativa apresentaremos somente os
resultados finais, visto que o procedimento e´ equivalente. Por simplicidade de






= c (`) . (3.77)







podemos simplificar a equac¸a˜o (3.76), visto que o argumento da func¸a˜o delta de
Dirac presente na referida equac¸a˜o admite apenas uma soluc¸a˜o yz
yz =
(/t)2 − 1− 4c2(`)
4c(`)
, (3.79)
e por sua vez a sua derivada no ponto yz e´















Uma vez que a integrac¸a˜o efectuada em dq possui limites definidos, a soluc¸a˜o yz




1 + 4c2 (`) ≤ ±ε ≤ ± (1 + 2c(`)) , (3.82)
onde introduzimos a varia´vel adimensional ε = /t. Apo´s uma ana´lise cuidada
das equac¸o˜es (3.82)4 verificamos que a reunia˜o das suas regio˜es de validade
definem uma a´rea no plano apresentada na figura 3.13, onde os limites superiores








3concretamente com 23 = 8 condic¸o˜es
4Note-se que na equac¸a˜o (3.76) seleccionamos a regia˜o positiva do espectro de energia
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Figura 3.13: Representac¸a˜o das gamas energia acess´ıveis dos estados va´lidos para
a soma discreta nas equac¸o˜es (3.81) e (3.85). A figura apresentada e´ o resultado
da reunia˜o das 4 condic¸o˜es (3.83). A condic¸a˜o (3.83a) define a secc¸a˜o de energia
ε >
√
5, a condic¸a˜o (3.83b) define a secc¸a˜o de energia compreendida entre ε ∈ [√5, 1]
e ` ∈ [1, Nc2 ], a condic¸a˜o (3.83c) define a secc¸a˜o de energia compreendida entre






























Do estudo da regia˜o de validade da equac¸a˜o (3.82), conclu´ımos que a descric¸a˜o
matema´tica mais simples para avaliar o somato´rio presente na equac¸a˜o (3.81),
baseia-se na divisa˜o da regia˜o em questa˜o em quatro sub-regio˜es, sendo destas
definidas por
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`iii ≤ ` ≤ `iv ∧ ε ∈ [0, 1] . (3.84d)
A DOS tambe´m pode ser escrita como uma grandeza adimensional, sendo apenas











Note-se que esta´ impl´ıcito que o somato´rio presente na equac¸a˜o anterior respeita
as condic¸o˜es definidas na equac¸a˜o (3.84). Para nanofita largas esperamos que
os efeitos de borda sejam minimizados e consequentemente esperamos obter a
densidade de estados do sistema macic¸o. A densidade de estados do sistema
macic¸o[Stauber et al., 2008] e´ determinada em func¸a˜o de um integral el´ıptico




















: 1 < ε < 3
, (3.86)
onde F (x) e´ uma func¸a˜o auxiliar[Stauber et al., 2008]
F (x) =
(
1− x2)2 − (x2 − 1)2
4
. (3.87)






(1− x2) (1−mx2) . (3.88)
Na figura 2.10 comparamos a DOS do sistema macic¸o de grafeno (3.86), a
DOS derivada pela aproximac¸a˜o do cone de Dirac (3.23)5e DOS de nanofitas
meta´licas —ver equac¸a˜o (3.71) —de diferentes larguras. Verificamos atrave´s
desta comparac¸a˜o que os resultados sa˜o consistentes entre si, no entanto a DOS
das nanofitas apresenta sinais claros do tamanho finito do sistema nomeadamente
o acumular de estados para va´rias energias distintas.
5Note-se que a DOS para o sistema macic¸o (3.86) e DOS de nanofitas representam a
densidade de estados por ce´lula unita´ria, por sua vez a DOS na aproximac¸a˜o do cone de
Dirac representa a densidade de estados por a´rea de ce´lula unita´ria. Estes resultados sa˜o
compatibilizados multiplicando a equac¸a˜o (3.23) pela unidade de ce´lula unita´ria.
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Figura 3.14: Densidade de estados em nanofitas de grafeno. A linha negra representa
a DOS de grafeno no limite termodinaˆmico, equac¸a˜o (3.86), a linha azul representa a
DOS de uma nanofita de grafeno com CFCB com Nc = 104, equac¸a˜o (3.85), a linha
vermelha representa a DOS de uma nanofita de grafeno com CFCB com Nc = 1004,
equac¸a˜o (3.85), e a linha verde a DOS de grafeno no limite termodinaˆmico, derivada
na aproximac¸a˜o do cone de Dirac, equac¸a˜o (3.23).
Cap´ıtulo 4
Condutividade o´ptica
Entre as mu´ltiplas propriedades do grafeno, a sua condutividade o´ptica apresenta
um comportamento particularmente invulgar, pois e´ dada apenas por constantes
universais, e cujo valor nume´rico e´ dado por σ0 = pie
2/(2h) [Peres and Stauber,
2008, Peres et al., 2006]. O estudo da condutividade o´ptica revela-se particular-
mente u´til, pois, uma vez calculada esta quantidade podemos determinar outras
propriedades o´pticas do sistema, como por exemplo o coeficiente de transmissa˜o.
No caso de uma nanofita de grafeno a resposta o´ptica do sistema depende
da polarizac¸a˜o do campo ele´ctrico. No caso de nanofitas com fronteira de tipo
ziguezague (definida na secc¸a˜o 3.5) a direcc¸a˜o ex coincide com a direcc¸a˜o da
fronteira de tipo ziguezague. Por oposic¸a˜o, a direcc¸a˜o ey coincide com a direcc¸a˜o
de uma poss´ıvel fronteira de tipo cadeira de brac¸os, no caso de nanofitas ideais
(infinitamente longas) na˜o existem fronteiras ao longo desta direcc¸a˜o. A assime-
tria na condutividade, para ω~ > 4t, revela-se por a condutividade na direcc¸a˜o
ey tender para zero e na direcc¸a˜o ex ser finita e aproximadamente constante,
σxx ∼ e2/h. Este comportamento traduz-se numa transmissa˜o quase total na
direcc¸a˜o ey e numa absorc¸a˜o finita na direcc¸a˜o ex, apresentando deste modo
um cara´cter polarizador. Recorrendo a` sobreposic¸a˜o de membranas de grafeno
correctamente alinhadas, podera´ ser poss´ıvel obter um polarizador em virtude da
diferente na condutividade o´ptica em func¸a˜o da direcc¸a˜o. Na figura 4.1, obser-
vamos uma imagem o´ptica de grafeno uma monocamada e bicamada de grafeno
sobre uma abertura circular, que permite verificar a elevada transmitaˆncia do
grafeno. Neste cap´ıtulo estudaremos em detalhe as propriedades o´pticas das
nanofitas de grafeno.
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Figura 4.1: Imagem o´ptica de grafeno
suspenso sobre uma abertura circular.
Da esquerda para a direita observamos:
ar, grafeno e bicamada de grafeno. De-
pois de [Nair et al., 2008].
4.1 Derivac¸a˜o da fo´rmula de Kubo
A determinac¸a˜o da condutividade ele´ctrica e da absorc¸a˜o o´ptica (esta, tambe´m
denominada condutividade o´ptica) de um sistema requer o ca´lculo da resposta
electro´nica a um campo ele´ctrico externo.
A resposta do sistema ao campo ele´ctrico externo toma a forma de uma cor-
rente ele´ctrica. Formalmente, podemos relacionar a densidade de corrente com
o campo externo via a relac¸a˜o constitutiva
Jµ = σµνEν , (4.1)
onde Jµ representa a densidade de corrente de carga, Eν representa o campo
ele´ctrico e σµν a condutividade. As quantidades referidas encontram representa-
das em notac¸a˜o tensorial onde os ı´ndices µ, ν, representam as direcc¸o˜es cartesia-
nas x, y. A equac¸a˜o (4.1) traduz a resposta linear do sistema ao campo exterior.
O ca´lculo da resposta linear de um sistema a uma perturbac¸a˜o externa e´ feito,
para um sistema quaˆntico, usando teoria de perturbac¸o˜es dependente do tempo
[Fetter and Waleka, 2003]. Representado a perturbac¸a˜o externa por HextH e a
resposta do sistema a essa perturbac¸a˜o por O, a teoria de resposta linear [Fetter









HextH (t′), OˆH (t)
]}
θ (t− t′) : t > t0, (4.2)
onde ρˆ = e
−βH
Z e´ o operador estat´ıstico, β =
1
kBT
, H e´ o hamiltoniano do
sistema na˜o perturbado e Z e´ a func¸a˜o de partic¸a˜o do sistema. O operador
que representa a perturbac¸a˜o externa, HextH , e o operador OˆH (t) presentes na
equac¸a˜o (4.2) encontram-se escritos na representac¸a˜o de Heisenberg [Fetter and
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Waleka, 2003]
OˆH (t) = eiHt/~Oˆ(t)e−iHt/~. (4.3)





onde v e e sa˜o a velocidade e a carga da part´ıcula, respectivamente, gs e´ dege-
neresceˆncia de spin e Ω e´ o volume da amostra (no caso particular do grafeno e
suas respectivas nanofitas, Ω e´ a a´rea da amostra).
O nosso interesse neste trabalho e´ cap´ıtulo a absorc¸a˜o de radiac¸a˜o por nanofitas
grafeno, pelo que interessa calcular a resposta a um campo electromagne´tico
homoge´neo de frequeˆncia, ω, bem definida. Este pode ser representado por um
potencial vector da forma
A(t) = A0e
iωt. (4.5)
O campo externo e´ a perturbac¸a˜o aplicada ao sistema e, para este caso, o ha-
miltoniano que descreve o acoplamento do campo aos electro˜es toma a forma
Hext.(t) = −ev(t) ·A(t), (4.6)
onde o campo ele´ctrico externo e´ obtido usando a relac¸a˜oE(t) = −∂A(t)
∂t
. Usando
os resultados (4.5) e (4.6), o valor me´dio da corrente, de acordo com a equac¸a˜o
(4.2), toma a forma
















×θ (t− t′) : t > t0, (4.7)









〈n1, n2, . . . , n∞| e
−βH
Z Oˆ |n∞, . . . , n2, n1〉 , (4.8)
e onde o ı´ndice do somato´rio {nj} representa os todos estados de ocupac¸a˜o
poss´ıveis |n∞, . . . , n2, n1〉; no caso particular de fermio˜es {nj} = 0, 1. Con-
siderando os electro˜es independentes (isto e´ ignorado a interac¸a˜o de Coulomb
entre eles), e´ conveniente escrever o estado |n∞, . . . , n2, n1〉 como um produto









〈n1| 〈n2| . . . 〈n∞| e
−βH
Z Oˆ |n∞〉 . . . |n2〉 |n1〉 . (4.9)
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Escrevendo o operador O em termos de operadores de campo[Fetter and Waleka,
















Oila†ial |n∞〉 . . . |n2〉 |n1〉 . (4.10)
Atendendo a` ortonormalidade dos estados de ocupac¸a˜o, 〈ni| nj〉 = δi,j, e a`s

















Uma vez que a func¸a˜o de partic¸a˜o grande cano´nica para um sistema de part´ıculas
independentes e´ determinada pelo produto´rio das func¸o˜es de partic¸a˜o de cada
part´ıcula, Z = ∏iZi, o trac¸o do produto entre o operador estat´ıstico, ρˆ, e do
















Por forma a ver-se claramente como se avalia o trac¸o (4.12), consideremos um
sistema com apenas treˆs estados acess´ıveis ao electra˜o. Facilmente verificamos











× (O11n1 +O22n2 +O33n3) . (4.13)











O resultados anterior pode ser compreendido como a me´dia termodinaˆmica do
operador O sobre estados de uma part´ıcula. Partindo do resultado anterior
e generalizando-o para um sistema em que o nu´mero de estados acess´ıveis e´










Zm 〈m| O |m〉 . (4.15)
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Substituindo o operador geral O pelo comutador entre o hamiltoniano da per-
turbac¸a˜o e o operador de densidade de corrente de carga, rescrevemos a equac¸a˜o
(4.7) como









Zm 〈m| [−evH (t
′) ·A (t′) , evH (t)] |m〉 ×
×θ (t− t′) . (4.16)
4.1.1 Condutividade longitudinal ao campo externo
Por simplicidade de notac¸a˜o, optamos por calcular separadamente as componen-
tes do tensor, σµ,ν , da condutividade e definimos o sentido do campo ele´ctrico
externo como sendo paralelo ao eixo x, E(t) = E(t)ex. Calculemos enta˜o a
componente espacial x da densidade de corrente de carga, determinando deste
modo a condutividade paralela do campo externo σxx.









Zm 〈m| [−evxH (t
′)Ax (t
′) , evxH (t)] |m〉 ×
×θ (t− t′) . (4.17)
Expandindo o comutador presente na equac¸a˜o (4.17) e recorrendo a` definic¸a˜o
de um operador na representac¸a˜o Heisenberg, equac¸a˜o (4.3) e introduzindo a
identidade, 1ˆ =
∑
n |n〉 〈n|, entre os operadores de velocidade, o elemento de
matriz e´ reescrito como




′/~ 〈m| vx |n〉 e−int
′/~
×eint/~ 〈n| vx |m〉 e−imt/~ − eimt/~ 〈m| vx |n〉 e−int/~
×eint′/~ 〈n| vx |m〉 e−imt
′/~. (4.18)
Aplicando o resultado anterior na densidade de corrente de carga e escrevendo
explicitamente Zm = 1 + e−βm , a equac¸a˜o (4.17) toma a forma

















θ (t− t′) , (4.19)
onde ωmn = (m − n) /~. A equac¸a˜o anterior pode ainda ser reescrita como















θ (t− t′) . (4.20)
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Recorrendo a` func¸a˜o θ (t− t′), o limite superior de integrac¸a˜o na equac¸a˜o anterior
pode ser extendido para ∞. Por sua vez, podemos assumir que a interacc¸a˜o foi













o integral da equac¸a˜o (4.20) pode ser reescrito como




























ω ∓ ωmn + iη
. (4.24)
Usando a equac¸a˜o (4.24) na equac¸a˜o (4.20), a densidade de corrente de carga
vem dada por







ω − ωmn + iη





ω − ωmn + iη
nF (m) |〈m| vx |n〉|2
)
. (4.25)
Transformando os ı´ndices do segundo somato´rio de acordo com a regra n↔ m,
a densidade de corrente de carga toma a forma final





nF (m)− nF (n)
~ω − ~ωmn + iΓ
|〈m| vx |n〉|2E0xe−itω, (4.26)
onde Γ = ~η = ~/τ e´ o alargamento do n´ıvel devido a` desordem, que sempre
esta´ presente num so´lido. Recorrendo a` equac¸a˜o (4.1), verifica-se que o primeiro






nF (m)− nF (n)
~ω − ~ωmn + iΓ
|〈m| vx |n〉|2. (4.27)
A equac¸a˜o (4.27) e´ conhecida como fo´rmula de Kubo-Greenwood [Mahan, 2000].
De modo ana´logo ao anterior, se calcularia a componente σyy da condutividade.
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4.1.2 Condutividade transversal ao campo externo
Iremos, agora, fornecer os passos principais da derivac¸a˜o da componente na˜o
diagonal, σxy, da condutividade. Neste caso, o campo externo continuara´ a ser
aplicado segundo a direcc¸a˜o x, ao passo que a resposta que se procura e´ a da
corrente ele´ctrica ao longo da direcc¸a˜o y. Decorre, pois, que o valor me´dio de













[−evxH (t′)Ax (t′) , evyH (t)] |m〉 ×
×θ (t− t′) . (4.28)
O elemento de matriz presente na equac¸a˜o (4.28) toma a seguinte a seguinte
forma
〈m| [−evxH (t′)Ax (t′) , evyH (t)] |m〉 = Ax (t′)∑
n
(〈m| vx |n〉 〈n| vy |m〉×



















′ωmn 〈m| vx |n〉×
× 〈n| vy |m〉 − eitωmne−it













(〈m| vx |n〉 〈n| vy |m〉
ω − ωmn + iη
−〈m| vy |n〉 〈n| vx |m〉






Aplicando a transformac¸a˜o n↔ m no segundo termo do somato´rio, obtemos o








nF (m)− nF (n)










nF (m)− nF (n)
~ω − m + n + iΓ 〈m| vx |n〉 〈n| vy |m〉 . (4.33)
Assim, σxx e σxy diferem apenas nos elementos de matriz envolvendo as compo-
nentes do operador velocidade.
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4.2 Condutividade no sistema macic¸o de grafeno
Nas secc¸o˜es (4.1.1) e (4.1.2) deriva´mos as expresso˜es formais para os elementos
de matriz da condutividade. O ca´lculo explicito dessas quantidades requer o
conhecimento da forma do operador velocidade e do espectro de energia do
sistema.
Nesta secc¸a˜o iremos calcular a condutividade o´ptica do grafeno macic¸o, e apenas
mais tarde estudaremos o caso das nanofitas. A discussa˜o do espectro do grafeno
macic¸o foi feita do cap´ıtulo 3. A determinac¸a˜o do operador velocidade sera´ feita
em seguida.
Decorre da equac¸a˜o de movimento de Heisenberg [Griffiths, 2005] que o operador
velocidade e´ definido por






onde o operador de posic¸a˜o, R, e´ representado pela soma dos operadores de
posic¸a˜o em cada sub-rede
R = RA +RB, (4.35a)
RA = Rn |A,Rn〉 〈Rn, A| , (4.35b)
RB = (Rn + δi) |B,Rn + δi〉 〈Rn + δi, B| , (4.35c)
e onde δi representa o vector de translac¸a˜o para qualquer primeiro vizinho de
n-e´simo a´tomo da sub-rede A. Avaliando explicitamente o comutador entre o
hamiltoniano definido pela equac¸a˜o (3.12) e o operador R, o operador velocidade
toma a forma




δi (|A,Rn〉 〈Rn + δi, B| − |B,Rn + δi〉 〈Rn, A|) . (4.36)
Introduzindo a transformada de Fourier dos estados de Wannier, a equac¸a˜o (4.36)
escreve-se como





eik·δi |A,k〉 〈k, B| − h.c.) . (4.37)
O valor especta´vel da velocidade e´ determinado utilizando as func¸o˜es de onda
|k, λ〉 = 1√
2
(
eiθ(k)/2 |k, A〉 − λe−iθ(k)/2 |k, B〉) , (4.38)
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onde λ = 1 corresponde aos estados na banda de conduc¸a˜o e λ = −1 aos estados
na banda de valeˆncia. Assim temos







eik·δie−iθ(k)λ′ − e−ik·δieiθ(k)λ) δk,k′ . (4.39)
Na secc¸a˜o anterior determina´mos a fo´rmula de Kubo para todos os elementos
do tensor de condutividade, portanto, para determinar a condutividade ao longo
de uma direcc¸a˜o espec´ıfica deveremos escolher a fo´rmula de Kubo para essa
direcc¸a˜o e calcular o respectivo elemento de matriz da velocidade atrave´s da
equac¸a˜o (4.39).
4.2.1 Condutividade longitudinal
O ca´lculo da condutividade longitudinal, equac¸a˜o (4.27), requer o conhecimento
do quadrado do elemento de matriz da componente x do operador velocidade, o
qual, usando a equac¸a˜o (4.39), toma a forma
|〈λ,k| vx |k, λ〉|2 = v 2F sin2 [θ (k)] . (4.40)
A condutividade, por sua vez, e´ determinada somando sobre todos os vectores










~ω − 2k + iΓ
− nF (k)− 1
~ω + 2k + iΓ
)
sin2 θ (k) , (4.41)
onde, e tal como demonstrado na secc¸a˜o 3.5, a quantidade θ (k) representa o
aˆngulo entre o vector de onda e o eixo x.
No limite termodinaˆmico, Nc → ∞, a temperatura nula e potencial termo-
dinaˆmico nulo o somato´rio presente na equac¸a˜o (4.41) transforma-se num integral
duplo no espac¸o dos momentos. Utilizando coordenadas polares, |k| ∈ [0,∞[
e θ ∈ [0, 2pi], o integral e´ separa´vel. O integral em θ e´ trivial e o seu valor e´
pi, por sua vez, a parte imagina´ria da integrac¸a˜o em |k| determina a parte real






O resultado contido na equac¸a˜o (4.42) e´ muito invulgar em mate´ria condensada,
pois na˜o depende de qualquer paraˆmetro caracter´ıstico do grafeno.
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Condutividade paralela ao eixo-y
No caso de um campo ele´ctrico externo aplicado ao longo do eixo-y, e´ necessa´rio
calcular o seguinte elemento de matriz∣∣〈λ,k| vy |k, λ〉∣∣2 = vF 2 cos2 θ (k) . (4.43)
Embora o elemento de matriz (4.43) seja diferente do (4.40), o valor da inte-





sin2 θdθ = pi. (4.44)
Por sua vez, a integrac¸a˜o sobre |k| e´ igual a` integrac¸a˜o para σxx, e portanto, a
parte real da condutividade σyy toma o valor
<σyy = <σxx = σ0, (4.45)
ou seja, a condutividade do grafeno e´ isotro´pica.
4.2.2 Condutividade transversal
Estudemos agora a condutividade transversal do grafeno. Como vimos na pri-
meira secc¸a˜o deste cap´ıtulo, a condutividade transversal (4.33) e´ bastante seme-
lhante a` condutividade longitudinal (4.33) distinguindo-se essencialmente pelos
elementos de matriz a calcular. No caso de um campo externo paralelo ao eixo-x,
deveremos calcular o seguinte produto de elementos de matriz
|〈λ,k| vx |k, λ〉|
∣∣〈λ,k| vy |k, λ〉∣∣ = vF 2 sin θ (k) cos θ (k) . (4.46)
Tal como na condutividade longitudinal, tambe´m na condutividade transversal a
integrac¸a˜o do vector de onda e´ separa´vel no produto de duas integrac¸o˜es, em |k|
e em θ, a integrac¸a˜o em θ por sua vez e´ nula∫ pi
−pi
cos θ sin θdθ = 0, (4.47)
e, consequentemente, a condutividade transversal tambe´m o sera´
σxy = σyx = 0, (4.48)
ou seja, na˜o ha´ resposta transversal. No caso de grafeno sujeito a deformac¸a˜o
este resultado e´ alterado [Wright and Zhang, 2009], tornando deste modo a
condutividade anisotro´pica.
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4.3 A condutividade o´ptica de nanofitas de gra-
feno
Uma vez determinada a condutividade no limite termodinaˆmico, iremos estudar
os efeitos da introduc¸a˜o de fronteiras no sistema. Para tal iremos analisar a
condutividade em nanofitas de grafeno com fronteira de tipo cadeira de brac¸os.
O ca´lculo da condutividade longitudinal da nanofita e´ equivalente ao ca´lculo da
condutividade no sistema macic¸o de grafeno, utilizando-se, tal como anterior-
mente, a fo´rmula de Kubo (4.27). No caso da nanofita com CFCB, verifica´mos
na secc¸a˜o (3.5) que a func¸a˜o de onda deste sistema e´ definida pela equac¸a˜o
(3.67) cujo coeficiente de normalizac¸a˜o e´ dado pela na equac¸a˜o (3.69). Na
secc¸a˜o (3.5) utiliza´mos uma descric¸a˜o mista de estados representados no espac¸o
real e de estados representados no espac¸o reciproco, isto e´, os estados esta˜o de-
finidos em func¸a˜o de uma varia´vel espacial (o ı´ndice de ce´lula unita´ria) e atrave´s
de uma varia´vel do espac¸o reciproco (a grandeza q, que representa o vector de
onda na direcc¸a˜o longitudinal). Dada esta escolha de estados de base para a
construc¸a˜o da func¸a˜o de onda, precisamos escrever o operador de velocidade
na mesma base, permitindo assim determinar o valor especta´vel da velocidade
dos transportadores de cargas na nanofita. Demonstra-se que o operador de





[(δ2 − n) |A, n, q〉 〈q, n− 1, B|+ δ2 |A, n, q〉 〈q, n,B|
+ (δ2 + n−m) |A, n, q〉 〈q, n− 1, B| eiq − h.c.
]
. (4.49)
O quadrado do mo´dulo do elemento de matriz do operador velocidade e´, por sua
vez, dado por







onde a func¸a˜o auxiliar e´ definida como:
F(`, q) = 4
[




1− cos2 q/2 + sin θ cos q/2
)]2
.(4.51)
Introduzindo-se o elemento de matriz da velocidade, equac¸a˜o (4.50), na fo´rmula












dq [δ (ω~− 2)− δ (ω~ + 2)]
× [1− nF ()]F(`, q). (4.52)
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[1− nF ()] F (`, yz)√
1− y2z |c (`)|
, (4.53)
onde a plica no somato´rio indica que a soma na˜o e´ avaliada sobre todos os
valores poss´ıveis de `, isto e´, o somato´rio da equac¸a˜o (4.53) possui restric¸o˜es no
ı´ndice de soma. Esta restric¸a˜o e´ equivalente a` ja´ existente no ca´lculo da DOS,
equac¸a˜o (3.85). Enquanto que no caso do ca´lculo da densidade de estados, as
restric¸o˜es dependem da energia da part´ıcula, no caso da condutividade o´ptica
elas dependem da energia do fota˜o. Neste caso as restric¸o˜es sa˜o definidas pelo
seguinte conjunto de inequac¸o˜es:



















`iii ≤ ` ≤ `iv ∧ ε ∈ [0, 1] , (4.54d)
onde, ε = /(2t) = ~ω/(2t).
Na figura 4.2 comparamos soluc¸o˜es da equac¸a˜o (4.53) para uma nanofitas meta´licas
—ver equac¸a˜o (3.71) —com larguras diferentes, com a condutividade do sistema
macic¸o determinada no limite da aproximac¸a˜o do cone de Dirac. Verificamos que,
para nanofitas muito largas, Nc & 10000, e baixas energias, εf . 0.6, a con-
dutividade o´ptica das nanofitas recupera o resultado da aproximac¸a˜o de Dirac,
σ0. Por sua vez, os resultados para cadeias de pequena dimensa˜o Nc . 1000, a
condutividade apresenta efeitos da dimensa˜o finita do sistema, nomeadamente,
variac¸o˜es abruptas da condutividade. Contudo, apesar dos efeitos de dimensa˜o
finita do sistema, para alta energia εf & 2, a condutividade das nanofitas de
dimensa˜o reduzida tende para o resultado do sistema macic¸o (nanofita muito
larga Nc ∼ 106).
O resultado de baixa energia para nanofitas largas e´ uma confirmac¸a˜o parcial
do ca´lculo da condutividade, na medida em que, obtemos o resultado universal
para a condutividade do grafeno σ0 = pie
2/(2h) [Peres and Stauber, 2008, Peres
et al., 2006].
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Figura 4.2: Condutividade em nanofitas meta´licas de grafeno. Comparac¸a˜o da con-
dutividade o´ptica de nanofitas meta´licas de va´rias dimenso˜es calculada pela fo´rmula de
Kubo (4.53) a temperatura nula com a condutividade o´ptica calculada na aproximac¸a˜o
do cone de Dirac (4.42), σ0.
4.4 Coeficiente de transmissa˜o do grafeno
Como se ilustrou na figura 4.1 o grafeno e´ uma membrana transparente. Nesta
secc¸a˜o iremos calcular o coeficiente de transmissa˜o do grafeno, mostrando que
ele e´ determinado pelo comportamento da condutividade o´ptica do material.
Consideremos que a nanofita de grafeno se encontra na fronteira de dois meios
semi-infinitos, de acordo com a figura 4.3. As condic¸o˜es de fronteira obedecidas
pelo campo ele´ctrico na fronteira sa˜o [Jackson, 1999]
(Ei − Er) cos θ1 = Et cos θ2, (4.55a)
− ε2ε0Et sin θ2 + ε1ε0 (Ei + Er) sin θ1 = ρ, (4.55b)
onde ε0 e´ a permitividade ele´ctrica do va´cuo, ε1 e ε2 sa˜o as permitividades
ele´ctrica dos meios semi-infinitos, Ei, Er e Et representam, respectivamente, a
intensidade do campo ele´ctrico incidente, reflectido e de refracc¸a˜o (transmitido)
e θ1 e θ2 sa˜o, respectivamente, os aˆngulos de incideˆncia e refracc¸a˜o. Para o que
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Figura 4.3: Representac¸a˜o geome´trica
da reflexa˜o e refracc¸a˜o de uma onda na
interface de dois meios. Assumimos que
a nanofita de grafeno encontra-se na in-
terface dos dois meios e que a sua espes-
sura e´ aproximadamente duas vezes a
raio do a´tomo de carbono, d ∼ 1.54 A˚.
Uma vez que, estamos interessados em
estudar a transmissa˜o na regia˜o vis´ıvel e
infravermelho, a espessura da nanofita e´
despreza´vel, na medida em que, d/λ .
10−4, na˜o introduzindo alterac¸o˜es quer
na reflexa˜o, quer na refracc¸a˜o da onda,
na interface do sistema.
se segue sera´ u´til recordar a lei de Ohm que, neste caso, toma a forma
jx = σxx (Ei − Er) cos θ1, (4.56)









(Ei − Er) cos θ1 sin θ1, (4.57)
onde ρ e´ a densidade superficial de carga, jx a densidade corrente de carga, kx
a componente na direcc¸a˜o x vector de onda e ω a frequeˆncia. Combinando as
equac¸o˜es (4.55), (4.56) e (4.57) obtemos as relac¸o˜es entre o campo ele´ctrico









ε1σxx sin θ1 cos θ1 + ε2ε0
sin θ2 cos θ1
cos θ2
+ ε1ε0 sin θ1
2ε1ε0 sin θ1
, (4.58)
que por sua vez, permite determinar o coeficiente de transmissa˜o[Born and Wolf,









∣∣∣∣2 =θ1=0 4ε21ε20∣∣ε0 (ε0 +√ε1ε2)+√ε1σxx/c∣∣2 . (4.59)
Para grafeno suspenso, ambos os meios (ver Figura 4.3) sa˜o o va´cuo, logo 1 =
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No limite da aproximac¸a˜o de Dirac e a temperatura nula a condutividade e´
constante, isto e´ σxx = σ0, pelo que o coeficiente de transmissa˜o e´ independente







' 1− piα ' 97.7%. (4.61)
onde α = e2/(4piε0c~) e´ a constante de estrutura fina.
Na figura 4.4 comparamos o ca´lculo do coeficiente de transmissa˜o (para in-
cideˆncia normal θ = 0), equac¸a˜o (4.60), de nanofitas meta´licas —ver equac¸a˜o
(3.71) —de diferentes tamanhos, com resultados experimentais. Para nanofitas
muito largas, Nc ∼ 106, verifica-se que, na regia˜o vis´ıvel os ca´lculos do coe-
ficiente de transmissa˜o sa˜o concordantes com os resultados experimentais quer
para temperatura nula, quer para temperatura finita. Por sua vez, na regia˜o do
infravermelho o efeito da temperatura no ca´lculo do coeficiente de transmissa˜o e´
significativo, e permite descrever o aumento do coeficiente de transmissa˜o para
baixas energias. Os resultados para a nanofita de pequena dimensa˜o, Nc = 1004,
apesar de apresentarem fortes oscilac¸o˜es com energia, tambe´m descrevem cor-
rectamente o comportamento do coeficiente de transmissa˜o. Tal como, no caso
da nanofita muito larga a temperatura apenas e´ significativa na regia˜o do in-
fravermelho e tambe´m traduz-se por um aumento da transmissa˜o para energia
baixas.
4.5 Ca´lculo do coeficiente de transmissa˜o usando
a regra de ouro de Fermi
Como vimos na subsecc¸a˜o anterior, para baixas energia podemos descrever o
sistema macic¸o de grafeno recorrendo ao hamiltoniano de Dirac, equac¸a˜o (3.31).
O hamiltoniano de Dirac pode ser facilmente generalizado para admitir interac¸a˜o
com luz, recorrendo para tal ao efeito de um potencial vector A externo. Na
interac¸a˜o de um fota˜o com uma part´ıcula a variac¸a˜o de momento e´ despreza´vel
quando comparada com a transfereˆncia de energia, como consequeˆncia esta in-
terac¸a˜o introduz na part´ıcula uma transic¸a˜o vertical. Neste caso o hamiltoniano
toma a seguinte forma
H = vFσ · (p+ eA) , (4.62)
onde σ representa a condutividade do sistema, p o momento e A o potencial
escalar externo. Assumindo que interac¸a˜o do fota˜o com o grafeno e´ reduzida, po-
demos considerar o termo eA como uma perturbac¸a˜o externa. Sob esta condic¸a˜o
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podemos calcular a probabilidade de uma transic¸a˜o de um electra˜o entre dois




|〈φ+|H′ |φ−〉|2δ [Ef − (Ei + ω~)] , (4.63)





e−iφ[θ(k)]/2 ± eiφ[θ(k)]/2) eik·r. (4.64)
Representado o campo ele´ctrico da perturbac¸a˜o como E = −∂A
∂t
, polarizado ao





calculamos o elemento de matriz
〈φf |H′ |φi〉 = − i
2
vF eA0e
iωt sin θ. (4.66)






2 θδ (2vF |k| ~− ω~) . (4.67)
Integrando a probabilidade wi→f em ordem ao vector de onda k, obtemos a



















A poteˆncia absorvida por unidade a´rea e´
Wa = EiWi→f = ω~
τ
, (4.69)
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Assumindo auseˆncia de reflexa˜o o coeficiente de transmissa˜o de nanofita e´
T = 1− A = 1− WaWi = 1− piα ' 97.7%. (4.72)
Verificamos que este resultado e´ igual ao derivado na equac¸a˜o (4.61). A raza˜o
pela qual o ca´lculo perturbativo reproduz, essencialmente, o resultado exacto
decorre do facto deste depender apenas de um pequeno paraˆmetro, a constante
de estrutura fina.
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Figura 4.4: Coeficiente de transmissa˜o em nanofitas meta´licas de grafeno suspensas.
Comparac¸a˜o de resultados experimentais nas regio˜es infravermelha e vis´ıvel do espec-
tro, com a soluc¸a˜o anal´ıtica fornecida na equac¸a˜o (4.60). A linha tracejada negra
representa soluc¸a˜o anal´ıtica do coeficiente de transmissa˜o na aproximac¸a˜o do cone de
Dirac, equac¸a˜o (4.61). As linhas cont´ınuas finas representam o ca´lculo anal´ıtico do
coeficiente de transmissa˜o de uma nanofita muito larga, Nc = 1000004, utilizando
a fo´rmula de Kubo, equac¸a˜o (4.60). As linhas cont´ınuas com pontos representa o
ca´lculo anal´ıtico para uma nanofita com Nc = 1004 a temperatura finita. Os resul-
tados experimentais sa˜o divididos em dois conjuntos, nomeadamente os resultados na
regia˜o do infravermelho, f < 1.2 eV, e na regia˜o compreendida entre o infravermelho
pro´ximo, vis´ıvel e ultra-violeta pro´ximo 1.2 < f < 3.2 eV. Na regia˜o infravermelha do
espectro apresentamos os resultados experimentais obtidos por [Mak et al., 2008] para
diferentes amostras, estes sa˜o representados por linhas cont´ınuas de cor negra, verme-
lha, verde clara e verde escura. Por sua vez, na regia˜o vis´ıvel do espectro apresentamos
os resultados experimentais obtidos por [Nair et al., 2008] atrave´s de medic¸o˜es de es-
pectroscopia padra˜o, quadrados vermelho vermelhos, e por espectroscopia com filtros
de banda reduzida, quadrados azuis.
Cap´ıtulo 5
Trabalho futuro
O estudo desenvolvido ao longo deste trabalho sugere um conjunto de temas de
interesse para investigac¸a˜o futura, dos quais se salientam: o transporte de carga
em nanofios de carbono, o estudo do efeito da deformac¸a˜o da cadeia e o estudo
da resposta o´ptica transversal, na auseˆncia e na presenc¸a da deformac¸a˜o da rede.
Como foi apresentado na introduc¸a˜o do cap´ıtulo 2, os nanofios de carbono
podera˜o vir a desempenhar um papel de elevado interesse em materiais de di-
mensa˜o muito reduzida . 10 nm, particularmente em dispositivos electro´nicos.
Estudos recentes indicam que na presenc¸a de deformac¸a˜o a dispersa˜o de
energia [Pereira et al., 2009] e a condutividade do grafeno sa˜o alteradas Wright
and Zhang [2009], pelo que estaremos particularmente interessados em estudar
o efeito da deformac¸a˜o sobre o hiato de energia em nanofitas e consequente
alterac¸a˜o da sua resposta o´ptica. Como vimos na secc¸a˜o 3.5.1, as nanofitas
de grafeno apresentam cara´cter meta´lico ou semicondutor em func¸a˜o da sua
dimensa˜o transversal. Assim, pretende-se estudar de que modo as deformac¸o˜es
alteram esse cara´cter meta´lico
Como vimos na introduc¸a˜o do cap´ıtulo 4, a condutividade o´ptica apresenta
comportamentos particularmente invulgares, quando comparada com a resposta
o´ptica de metais e de semicondutores convencionais, pelo que iremos futuramente
investigar como se altera essa propriedade quando o material e´ sujeito a tenso˜es
externas. Em face das poss´ıveis aplicac¸o˜es em dispositivos opto-electro´nicos, a
ana´lise da resposta o´ptica do sistema revela-se, pois, necessa´ria para o desenvol-
vimento de futuras aplicac¸o˜es em nano-electro´nica.
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